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Bemerkungen zur Partitionierung
von endlichen Mengen.

Oleg G. Taraszow

Es sel B(n) die Anzahl aller verschiedenen Partitionen einer

endlichen Menge von n merkierten Elementen (BELLsche Exponen-
tialzahl). Fiir B(n) gelten die folgenden Theoreme (z.B. /1/, -
5.59):

Theorem 1,

B(n) = P(®)(0) mit P(t) = exp(exp(t) - 1) - 1)

Theorem 2,

1 4+ zt Cp-q B(m) mit B(1) = 1.
=1 :

B(n)

Der Beweis basiert euf der Darstellung der Zahlen B(n) in der
Form

B(n) = i S(ln,m)
m="1

und einigen Resultaten, die bei der Berechnung der STIRLING-
schen Zahlen zweiter Art S(n,m) bendtigt werden.

Indem wir die Aufgabe, die Anzahl aller verschiedenen Parti-
tionen einer Menge von n markierten Elementen zu bestimmen,
als graphentheoretisches Problem formulieren, ergeben sich
die Theoreme 1 und 2 leicht aus Resultaten liber die Enumera-
tion von Graphen.

Eine équivalente Formulierung der Aufgabe der Partitionierung
als graphentheoreéiscbes Problem lautet:

Auf gabe: Es ist die Anzshl B(n) aller verschiedenen

ungerichteten Graphen ohne Schlingen und

Mehrfachkanten mit n markierten Rnoten zu
bestimmen, wobei jede Zusammenhangskomponen-

te ein vollstdndiger Graph ist.



Im folgenden beweisen wir die Theoreme 1 und 2.

Die Losung der graphentheoretischen Aufgabe suchen wir in
Form der exponentiellen erzeugenden Funktion P(t) mit den
Koeffizienten B(n), d.h.

P(E) = Y, P—gﬁ 8

n="1
Es gilt der folgende Satz (z.B. /2/, S.19):

Theorem 3,

Fir dle exponentiellen erzeugenden Funktionen F(t) und Q(t)
mit den Koeffizienten H(n) bzw. D(n) fiir markierte Graphen
bzw. fiir markierte zusammenhiingende Graphen gilt:

1+ F(t) = exp(Q(t)) (1)

In unserem Fall setzen wir F(t) = P(t). Wegen D(n) = 1 fiir

alle n gilt:

[eow)

Q) = ) (1/n1)ER

n="1

exp(t) (2)

Wir setzen (2) in (1) ein und erhelten somit Theorem 1.
Weiterhin folgt aus (1) (/2/, S.19) die Beziehung

1 n-1 o
H(n) = D(n) * o 25% nC,D(m)H(n-m) (3)

" Fir H(n) = B(n) und wegen D(n) = 1 ergibt sich mittels eini-
ger elementarer Umformuhgen aus (3) die Rekursionsformel von
Theorem 2.

‘In der Literatﬁr sind die Werte der BELLschen Exponential-
zahlen B(n) fiir n <13 bekannt (/1/, S.57). Wir geben in
Tabelle 1 eine Erweiterung fiir den Fall 14 ¢n ¢ 20 an,

Die STIRLINGsche Zahl zweiter Art S(n,m) ist die Anzahl aller
verschiedenen m - Partitionen einer endlichen Menge von n
markierten Elementen. Im graphentheoretischen Sinn ist S(n,m)

die Anzahl aller verschiedenen ungerichteten Graphen ohne
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Schlingen und Mehrfachkanten mit n markierten Knoten und m
Zusammenhangskomponenten, wobei jede Komponente ein voll-
stédndiger Graph ist.

In den Tabellen 2-5 geben wir die STIRLINGsche Zahlen zweiter
"Art S(n,m) fir 1 <m<n<20.

Die Werte S(n,m) fiir 1<m<8, 1<n<13 (mg<n) ( Tabelle 2 )
findet man in /1/, S.57.

Die STIRLINGsche Zahlen zweiter Art S(n,m) sind mit Hilfe

der folgenden Rekursionsformel (/1/, S.57)

5(a+1,m) = S(a,m~1) + mS(n,m); S(n,0)=S(0,m) = 0, 5(0,0) = 1

auf dem Computer BESM - 6 berechnet worden.

. Zur Berechnung der in Tabellen 1-5 angegebenen groBSen Zshlen
war die Erarbeitung eines speziellen Programms erforderlich,
das von der Moglichkeit Gebrauch machte, mittels doppelter
Genauigkeit groBe ganze Zahlen zu bearbeiten.

Die Zahlen B(n) und S(n,m) kdnnen auck folgendermaBen inter-
pretiert werden: B(n) - als Anzahl der verschiedenen Aquivae-
lenzrelationen auf markierten Menge mit n Elementen; S(n,m) -
- als Anzahl der verschiedenen Aquivalenzrelationen mit m
Faktorklassen, die auf markierten Menge mit n Elementen er -
Klart sind,

Die Diagramme aller verschiedener Aquivalenzrelationen auf
markierten Mengen mit n <5 Elementen sind in Tabelle 8 darge-

stellt.

Bemerkung : Die zuvor betrachtete Aufgabe ist fiir den
Fall unmarkierter Mengen mit der Bestimmung der Anzehl aller
verschiedener Zerlegungen von ne M dquivalent, Unter einer
Zerlegung von n€ N in m Komponenten verstehen wir ein belie-

biges ungeordnetes m - Tupel (n1.n2,...,nm)€ mm, so daB
n=3>.n gilt.
5 1
Wir bezeichnen mit P(n,m) die Anzahl der verschiedenen Zerle-

gungen von n in m Komponenten. Mit E(n) bezeichnen wir die
Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen von n, was gemiB /4/,



- 92—

/5/ der Anzahl der verschiedenen Strukturen von Xquivalenz-
relationen entspricht,

Hierfiir gilt (z.B. /3/, S.135 - 140)
: m
P(n,m) = >, A(i,m)-P(n-i,m)

i=1

wobei P(m,m) = 1; P(n-i,m) = 0 fir n-i <m;

k k
ﬂ (1-¢t)=1- 57 a¢@,m-t2 mit k= mm)/2
i=1 - oi=1

und

E(n) = j{: (-1)m*ﬂ [E(n-mq) + E(n-mz)]
m=1

wobei m4 = m(3m-1)/2, my = m(3m+1)/2;
E(0) = 1; E(n-j) =0 fiir n-j <'0.

Fir n ¢20 haben wir die Zshlen P(n,m) in Tabelle 6 zusam-
mengestellt.Die Zahlen E(n) sind fir n<S50 in Tabelle 7
angegeben, widhrend Diasgramme aller verschiedener Struktu-
ren von Aquivalenzrelationen fiir n ¢10 in Tabelle 9 darge-
stellt sind.

Literatur:
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Tabelle 1. BELLsche Exponentialzahlen B(n).

n 11 23| 4| 5 6 Vi 8 9 10
B(n) | 1] 2| 5|15 | 52| 203 [ 877 | & 140 | 21 147 {115 975

n 11 12 13 14 |

(n) | 678 570 | 4 213 597 27 644 437 [190 899 322 |

D 15 | 16 17

(n) [ 1 382 958 545 | 10 480 142 147 | 82 864 869 804

n 18 19| . 20
B(n) | 682 076 806 159 | 5 832 742 205 057 [ 51 724 158 235 372
Tabelle 5., STIRLINGSche Zahlen zweiter Arxrt S(n,m).

m

15 1

16 120 1

17 7. 820 136 1

18 36 720 9 996 155 1

19 | 13 916 778 527 136 | 12 597 171 1

20 | 452 229 200 |22 250 954 | 741 285 |15 675 (190 | 1
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der verschiedenen

P(n,m)

Anzahl

Tabelle 6.

1

1

Zerlegungen von n N in m Komponenten.
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Anzahl
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E(n) der verschiedenen
Strukturen von Kquivalenzrelationen,

n |1l2l3/4|5 6| 7] 8] 9[10[11[12] 13| 14
E(m)| 1] 2|3|5|7[11]15[22]| 30 |42] 5677 [101] 135
n 15| 16| 17| 18] 19] 20] 21 22 23
E(n) | 176 | 231 | 297 | 385 | 490 | 627 | 792 | 1 002 | 1 255

n 24 25 26 27 28 29 30
E(n) | 1575|1958| 2 436|3 010| 3 718 | 4 565 | 5 604

n 31 32 33 34 35 36 37
E(n) | 6 842 8 349| 10 143 |12 310 | 14 883 | 17 977 | 21 637
n 38 39 40 ) 42 43

E(n) | 26 015 | 31 185 | 37 338 44 583 | 53 174 | 63 261

2 @] 45 Y RN 58 53]
E(n) | 75 175 | 89 134 | 105 558 | 124 754 | 147 273 173 525
n Y

E(n) | 204 226




- 99 -

Tabelle 8.
n Diagramme der verschiedenen Kquivalenzrelationen B(n)
. auf markierten Mehgen
1 ot 1
2 fo———=2 oo o2 2
1 1 o1 1 of
3|/ . / \ 5
) 3 2 03 ‘a— 4¢3 2 33 20 | o3
{ 2 1-/2 1[\01 1 2 1 L
3 4 34— & 3 P %
fo——z 7 e 1 2 Te——2 g o2
N >< 15
Se— <4 3 s 3 4 3. 4 3 4
1 g 1‘/2 1e 2 fe °2 fe 2
3 3 oh 3Se 4 3e—— 4 3¢ %
1 o1 1 1 1
2 32 3 zms 2 o3 zﬁt
4 s 4 s 4 s 4 § 4o s
1 1 1 1 1
2 3 x/ 3 a2 \3 2 3 2 3
5 l\ 52
4 o5 4 s 4l s ¢ 5 4 s
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Tabelle 9,

Diagramme der verschiedenen Strukturen E(n)
von fiquivalenzrelationen
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