O. Teraszow

Verallgemeinertes Problem des optimalen Layouts von System-
strukturen - Aspekte und Problemstellung

Zusammenfassung

Es werden die Hauptaspekte des Layouts von Strukturen unterschied-
licher Systeme beschrieben, die bei der Problemstellung des opti-
melen Layouts und der Entwicklung von llethoden zu 'seiner Lisung

zu beriicksichtigen sind.

Die methematische Formulierung des allgemeinen Problems des opti=-
malen Layouts von Strukiuren wird in der Sprache der Graphentheo-
rie (Abbildungen von Graphen) dargelegt. Es werden einige Beispie-
le gegeben.

Die genannte Problemstellung stellt die Weiterentwicklung und Ver-
allgemeinerung analoger Untersuchungen dar, die in der Arbeiten
von O. TARASZOW /1,2/; O. TARASZOW, A. IWAINSKY /3/ durchgefithrt
wurden.

1. Cptimales Layout einer elementaren Struktur von einem
bestimmten Typ

Beim Layout von Systemstrukituren begegnet man in den Anwendungen
in der Regel folgenden Typen elementarer Strukturen (siehe z. B.
A. O. CVIRKUN /4/, J. McGREGOR SMITH, J. S. LIEBERMAN /5/, D. J.
ILADENCV, T, A. STCILOV /6/, L. JA. NUTENKO /7/, Bs L. OVSIEVIC
/8/:

a) Weg -

b) Zyklus

¢) Stern

d) Baum.

Wir merken an, daB nur die Knoten irgendeiner Knotenteilmenge
X = V(G) des Graphen G der gesuchten Struktur angehdren miissen.
Dem Pall a) einer Strukitur vom Typ "Weg" entspricht das verallge-
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meinerte HAMILTONsche Weg-Problem, zu dessen Formulierung wir
nun Ubergehen.

Flir einen Graphen G seine gegeben: Eine Knotenteilmenge X & V(G)
und die Kostenfunktionen der Knoten und Kanten

¢ V() >R, (1)
Y E(G) —R, (2)

Die Kosten eines Untergraphen Q € G werden, wie gewChnlich, nach
folgender Formel bestimmt:

Q) := Z wx) ; Z Y(r) (3)

xeV(Q) reBE(Q)

Wir bezeichnen mit SVkG,X) eine llenge der elementaren Wege, die
durch alle Knoten von X € V(G) verlaufen.

Problem 1. (Verallgemeinertes HAMILTONsches Weg-Problem)

Fir einen Graphen G, eine Teilmenge seiner Knoten X & V(G) und
die Kostenfunktionen (1) - (2) ist ein elementarer Weg
P(G,X) € T (G,X) dergestalt zu finden, daB

C(P(G,X)) = min C(Q)
QeT (G, X)
erfillt ist, wobei C(Q) nach der Formel (3) bestimmt wird.
Fir X = V(@) und %= 0 erhalten wir offensichtlich das gewohnli-
che Problem zur Auffindung eines optimalen HAMILTONschen Weges.

2. Optimales Layout komplizierter Strukturen

Bei der LUsung praktischer Probleme des optimalen Lagyouts von

Strukturen unterschiedlicher Systeme tritt nicht selten das Pro-

blem des optimalen Layouts einer komplizierten Struktur auf, die
B g

als Vereinigung einer Reihe anderer elementarer Strukiuren auf-
gefalt werden kann. Deshalb ergibt sich dag Problem des optimalen

0

Leyouts einer komplizierten Struktur, die aus einer llenge mitein-
ander verknlpfter elementarer Sterukturen unterschiedlichen Typs
besteht.

Aus den elementaren Strukturen, wie Weg, Zyklus, Stern, Baum kann

men verschiedenartige komplizierte Strukturen zusammenstellen. Als
Beispiele geben wir an:



3
- eine Rechnernetzstruktur (Abb. 1), die in der Arbeit von

D. A. POSPELOV, A. R. EIVAZOV /9/ toroidal bezeichnet wird;

- eine Struktur (Abb. 2) fir die Informationssemmlung und

-iUbertragung von peripheren NMelBgerédten.

[ [ L
"4bb. 1 DBeispiel einer Abb. 2 Beispiel einer g
toroidalen Rechner- Struktur fiir den In-
netzstruvktur formationsaustausch

3. Optimales Layout wachsender Strukturen

In einer Reihe von praktischen Fdllen ist es nicht moglich,

das optimale Layout von Systemstrukturen "von Null aus" zu rea-
lisieren. Das bedeutet, daB die gesuchte optimale Struktur in
Sich gewisse vorher gegebene Unterstrukturen enthalten muB.
Deshalb besteht das Ziel des optimalen Layouts in diesen Fidllen
in der optimalen Ergénzung der gegebenen Ausgangsunterstrukturen
bis zur gesuchten Struktur. Wir fiihren entsprechende Beispiele an.

Beispiel 1. Reorganisation von Strukituren (z. B. eines Betriebes,
einer Abteilung, eines Netzes zur Informationsiibertragung u. a.),




wenn gewisse Teile der "alten" Strukturen erhalten bleiben
sollen.

Beispiel 2. Entwicklung von Strukturen (z. B. Erhthung der Lei-

stung eines Betriebes, zusédtzliche Inbetriebnahme neuer Turbinen
in einem Elektrizitdtswerk u. a.), wenn die gegebene Struktur
optimal bis zu der gesuchten "entwickelt" werden soll.

Beispiel 3. Wachsende Strukturen. Wir betrachten zum Beispiel

das Problem des optimalen Layouts der Struktur eines Systems der
erdolfordernden Industrie einer groflen Region. Die ErschlieBung
und der Abbau von Erddllagerstétten erfolgt in der Regel nicht
gleichzeitig Uber das gesamte Territorium der Region, sondern
etappenweise. Das bedeutet, dal die Struktursynthese des Systems
der erdolfordernden Industrie in einem gewissen Gebiet des Terri-
toriums der Region beginnt und etappenweise, allmihlich auf das
gesamte Territorium der Region ausgedehnt wird. Higaus folgt,
daB auch das optimale Layout derartiger wachsender Strukturen
etappenweise durchgefihrt werden muB. Dabei erfolgt zu jeder
Bteppe auf der Grundlage der Ergebnisse des optimalen Layouts
der vorhergehenden Etappen die optimale Entwicklung der Struktur
unter Berlicksichtigung der Tendenzen (Prognosen) ihrer Entwick-
lung in den n#chstfolgenden Etappen (ausfiihrlicher iiber das Lay-
out der Struktur eines Systems der erddlfsrdernden Industrie
giner Region siehe z» B. in der Arbeit von V. R. CHACATUROV

Ue as /10/).

4. Optimales Layout flr nichtadditive Optimalitidtskriterien

Alle bisher von uns betrachteten Probleme des optimalen Layouts
unterschiedlicher Strukturen verfiigten iiber additive Optimali-
tdtskriterien. In den praktischen Anwendungen begegnen wir je=~
doch verschiedenartigsten und im allgemeinen Fall nicht additi-
ven Optimalitédtskriterien. Als Beispiel kbnnen wir nennen:

- Kosten der Struktursynthese (zum Beigpiel fiir das optimale
Layout eines Energienetzes sind dies die Gesamtkosten fiir
das Material (Kabel, Trasse), die Irassenerstellung, die
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Kabelverlegung, die Montage der Gerédte, die Arbeitskréfte

Ue 8e)3

~ BEffektivitdt einer Struktur, d. h. die Kosten ihrer Synthese
und ihrer Erhaltung (z. B. die Kosten fir die Verarbeitung
und den Transport der Produktion in einem Netz);

- Zuverlédssigkeit der Funktionsweise einer Struktur;

- Durchlaffdhigkeit einer Struktur;

- Schnelligkeit einer Struktur (z. B. die Zeit der Informations-
tibertragung zwischen beliebigen Elementen einer Struktur)
Ue Qe

Wir geben neue Beispiele filir Funktionen der oben aufgezihlten
Optimalitédtskriterien einer Struktur D € G an:

- Nichtadditivie Kosten der Strukitursynthese:

(D) = Z <p(x) + Z W(r)

N

xeW J) rek (D)
wobel

WD) := Y N VD) N {xe vD) | deg (x) » 33
V(@) =X UY, XNY=g, XECVD);

und degG(X) die Valenz des Knoten x in Graphen G ist.

- Effektivitét einer Struktur mit einer umstetigen Kosten-

funktion:
I(D) = == @(x) + Z W)
xeV(D) reE(D)
wobei
O(r) = W(r) + Al(r) X (x)
und
X(r) - Strom durch die Kante r

A(r) - Kosten einer Stromeinheit von % (x)

Wir merken an, daB wir fir ¥ r e E(G): oL (r) = 0 das Opti-
malitédtskriterium fir das verallgemeinerte STEINER-Problem
in Graphen erhalten.

~ Zuverldssigkeit einer Struktur:

I(D) = <I"./ wxmﬂ Y(r))

rekE (D)
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wobei Y (x) bzw. ¥W(r) die Zuverlissigkeit des Knotens
x & V(G) bzw. der Kante r & E(G) ist, d. h. zum Beispiel
die Wahrscheinlichkeit dafiir, deB der Knoten x bzw. die
Kante r sich in funktionstiichtigem Zustand befinden.

- Schnelligkeit einer Struktur:

I(D) = mex I(PD(X,y)
X,yév(D)

wobei I(PD(X,y)) nach der Formel (3) berechnet wird.

~ Durchlaffdhigkeit einer Struktur: \

J(D) = - min J(PD(X,y}) oder
X, y&V(D)
J(D) = - min (r)
reE(D)

5. Polyoptimales Layvout

In den Anwendungen treten Fdlle auf, filir die das Optimalitéts-
kriterium fiir das Layout der Strukitur eines komplizierten Systems
nicht in Gestalt eines Funktionals formuliert werden kann. Die
Optimalitdt des layouts derartiger Strukturen versteht man im
Sinne einer gewissen Optimalitdt einer Anzehl verschiedener Kri-
terien. Unter der Voraussetzung, daB die Formelisierung dieser
Kriterien mdglich ist, erhalten wir das Problem des polyoptimelen
Layouts von Strukturen.

Die aufgezeigte Richtung zur Entwicklung von lethoden des poly-
optimalen Layouts von Strukturen ist aus der Sicht der Anwendun-
gen sehr wichtig, aber wurde bisher in der Literatur zur Graphen-
theorie theoretisch wenig untersucht. Mit einigen Problemstellun-
gen zur zweikriteriellen Auffindung optimaler Wege und mit lMetho-
den ihrer LUsung kann man sich anhand der Arbeit von J. C. N
CLIMACC, E. Q. V. MARTINS /12/ vertraut machen.

Da es nicht immer mdglich ist, adéquate Formulierungen fiir die
Optimelitédtskriterien des Layouts zu finden (und auch aus anderen
Uberlegungen), ist die Ausarbeitung interaktiver Prozeduren fiir
das polyoptimele Layout von Strukiuren komplizierter Systeme
zweckmiflig (siehe z. B. V. R. CHACATUROV u. a. /10/).



6. Optimales Layout bei nicht eindeutiger Plazierung der
1

o
Blemente einer Struktur

VWir betrachten zum Beispiel das STEINER-Problem in Graphen. Bei
diesem Problem wurde vorausgesetzt, daB die Plazierung der Dle-
mente der zu untersuchenden Struktur eindeutig gegeben ist (als
Folgerung dessen, daB die Knotenteilmenge X & V(G) des Graphen
gegeben ist). Wenn wir voraussetzen, daB ein beliebiges Element
X € X sich innerhalb der Knoten einer gewissen Teilmenge Xy be~
finden kann, dann erhalten wir eine fir die Anwendungen interes-
sante mehr allgemeinere Situation fir das STEINER-Problem in Gra-
phen, ndmlich den Fall, bei dem die Plazierung einer Reihe von
Elementen der zu untersuchenden Struktur nicht fixiert ist, son-
dern in bestimmten Grenzen variieren kann,

Eine analoge Situation kann auch beim optimalen Leyout einer be-
liebigen anderen Struktur auftreten, Die nicht eindeutige Plazie-
rung der Elemente einer Struktur hat natiirlich EinfluB auf die
Optimalitédtskriterien des lLayouts. Zum Beispiel fiir das Problem
des optimalen Layouts der Struktur eines Energienetzes hat die
notenplazierung Einfluf auf die Kosten, wie z. B. die Kosten fiir
die llontage des Elements, die Kosten der Trassenerstellung und
der Kebelverlegung u. a.

Die nicht eindeutige Plazierung der Elemente einer Struktur kann
man auf folgende Weise angeben:

1) Fir die euklidische Metrik wird ein Gebiet fiir die zuldssige
(oder umgekehrt, nicht zulédssige) Plazierung des entsp
den Elementes angegeben;

H
®
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2) Fir die lineare Metrik wird eine Menge von Punkten eines
Gitters angegeben, unter denen sich das betreffende Element
befinden kann (oder nicht);

3) Fir Graphen wird eine Teilmenge von Knoten angegeben, unter
denen sich das betreffende Element der Struktur befinden kann
(oder nicht).




7. Optimales Layout von llultigraphen

In den Anwendungen ist eine Situation typisch, bei der ein und
dieselben Elemente der zu untersuchenden Struktur verschiedenen
Kommunikationsnetzen angehtren. Zum Beispiel bei der Synthese
der optimalen Struktur eines Systems der erdolfordernden Indu-
strie gehbrt ein und dasselbe Element der Struktur (Knoten eines
Graphen) zu folgenden verschiedenen Kommunikationsnetzen:
Informations~, Energie-, Telefon-, Wasserleitungs-, Erddlpumpen-
netz u. a. auBerdem missen in der zu untersuchenden Struktur zur
Sicherung der Zuverldssigkeit und DurchlaBfihigkeit der Struktur
parallele Kenten und/oder Wege zwischen bestimmten Knoten des
Graphen vorhanden sein.

Somit entsteht das Problem des optimalen Layouts von liultigraphen.
inalog zu den Typen elementarer Strukturen fiir Graphen ist es
auch fir Multigraphen zweckmiBig, folgende Typen von elementaren
Strukturen hervorzuheben:

a) lultiweg

b) Multizyklus
c) Multistern

d) Multibaum.

Bemerkung 1. Einige Fdlle des optimalen Layouts elementarer
Strukturen von Multigraphen ktnnen als 6ptimales Layout einer
komplizierten Struktur, die man aus der Vereinigung irgendwel-

cher clementarer Strukituren von Graphen erhalten kann, unter-
sucht werden (siehe Pkt. 1 -~ 2).

Bemerkung 2. Beim optimalen Layout einer komplizierten Struktur

(siehe Fkt. 2) bzw. einer elementaren Strukiur von lultigraphen
ist im allgemeinen Falle die Wechselwirkung unterschiedlicher
Strukturen bzw. paralleler Kanten zu beriicksichtigen (siehe auch
Pkt.8).

Zum Beispiel, bei der Synthese der optimalen Struktur eines Sy-
stems der erddlverarbeitenden Industrie kann in einer Trasse
flir das Energienetz ein Energiekabel verlegt werden, aber keine
Wasserleitungsrohre, d. h. die gemeinsame Verlegung von Kanten
gewisser Strukturen ist nicht gestattet. Andererseits kann in
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eine Trasse fir die Sammlung und Ubertragung von Informationen
auch ein Telefonkabel verlegt werden, d. h. hier ist die gemein-
same Verlegung von Kanten gewisser Strukturen mbglich. Aulerdem
muBl flir eine Reihe von Strukturen die Synthese gemeinsam durch-
gefithrt werden, so zum Beispiel filir das Kaebelnetz und das ent-
sprechende Trassennetz. Wir merken an, daB auch eine solche Situa-
tion moglich ist, bei der die Kante eines Kabelnetzes dem Veg
in einem Trassennetz entspricht (siehe Abb. 3).
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Abb., 3 Beispiel fir die Wechselwirkung von Strukturen
eines Kabel- und eines Tragsgsennetzes

8. Optimales Layout unter zusitzlichen Beschridnkungen

Bei praktischen Problemen des optimalen Layouts existiert, auBer
den schon genannten Aspekten, eine ganze Reihe zusitzlicher Be-

schrénkungen, denen die gesuchte Struktur geniigen muB. Derartige
zusétzliche Beschridnkungen kinnen sein:

- Beschrédnkungen beziiglich der Knotenvalenz der gesuchten
Struktur (zum Beispiel wegen der beschrinkten DurchlaBfihig=

keit der Knoten oder der beschrinkten Anzahl von Anschlissen
an die Knoten);

Beschrénkungen beziiglich der Anzahl paralleler Kanten der
gesuchten Struktur (zum Beispiel wegen der beschrénkten

Ayq
AUL =

lagenbreite der Trasse oder wegen der Unzul&ssigkeit der




10
Uberhitzung zusammenliegender Kabelstrénge);

- Existieren in der gesuchten Strukitur mehrere Kanten bzw.
Wege zwischen einem Knotenpaar, dann miissen diese Kanten
bzw. Wege kantenverschieden oder knotenverschieden sein
(diese Forderung folgt aus Uberlegungen der Sicherheit, Zu-
verldssigkeit oder der technologischen Unvereinbarkeit der
Ksnten bzw. der Knoten).

-~ Beschrénkungen bezliglich der Lénge des maximalen Veges der
gesuchten Struktur.

9. llathematische Beschreibung des Problems des optimalen
Layouts von Strukturen

Alle oben beschriebenen Aspekte des optimaien Layouts von Struk-
turen unterschiedlicher Systeme kUnnen in der einen oder anderen
Form in der folgenden mathematischen Beschreibung des allgemei-
nen Problems des optimalen Layouts von Strukturen beriicksichtigt
werden.

Zundchst sel angemerkt, dall, wenn das Illodell der gesuchten Struk-
tur durch den Graphen Q und das lodell des "Raumes™, in dem das
Layout durchgefihrt wird, durch den Graphen G beschrieben werden
konnen, dann kann man die Klasse von Problemen des optimalen Lay-
outs von Strukturen als Problem der Auffindung einer optimalen
Abbildung f: Q — G in Ubereinstimmung mit einem gewissen Opti-
melitédtskriterium J(£,Q,G) addquat beschreiben.

Wir befassen uns nun mit den exakten Formulierungen. liit L be-
zelchnen wir die Liste folgender Typen von llultigraphen (elemen-
tare Strukturen):

1) Veg

2) Multiweg

3) Zyklus

4) Multizyklus
5) Stern

6) Multistern

7) Baum

8) lultibaum.
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Die Klasse der zu untersuchenden Strukturen wird also durch alle
moglichen Kombinationen (Vereinigungen) unterschiedlicher Graphen
der genannten Typen gegeben.

Der "Raum", in dem das Layout realisiert wird, beschreiben wir
durch irgendeinen liultigraphen = (Z,W). Die Knotenmenge Z bzw.
die Multimenge der Bogen W des liyltigraphen % werden wir eben-
falls mit V(%‘) bzw. E(g}f) bezeichnen. Mit Jp (x,y) wird die llenge
aller Wege des Multigraphen Q/T zwischen den Knoten x,y &€ V(g) be-
zeichnet, mit 57(90 die Menge aller Wege des Multigrephen 97
und seil In = [1,2,...,113.

Sei A<l und fir jedes de A sei eine Klasse ﬂ(td) von Multi-
graphen vom Typ t & gegeben. Wir merken an, dal [A] die in-
zahl der elementaren Strukturen ist, aus denen die gesuchte kom-
plizierte Struktur besteht. (J:L(tob) bedeutet eine Menge zuléssiger
liodelle einer elementaren Struktur mit der Nummer oL €A vom Typ
L ely »

Fir jedes de A und jedes 0779L e ?: (ty) seien ferner gegeben:

- eine Menge /77, := {Xi = V(y)l ie quug mit qo := | V()]

Wir merken an, daB Xi eine lMenge zuldssiger Plazierungen
irgendeines Knotens i € V() im "Reum" V(J) beschreibt.

- die Relation R, & V(%) XM o o
Ry gibt die Relation zwischen den Knoten der llenge V(%)
und den lengen der zuléssigen Plazierungen.
Definition 1. Fir einen gegebenen lultigraphen Qlf und ein
Tupel von Multigraphen (%LG T (t,) |deA ) heiBt das Tupel
von Abbildungen ( 8, lde€d ), wobei fiir jedes deA:
8, = (/Iot,z};) : O > o
L% V((g&) —> VD)
ﬁ,l: E(gog) _“‘*7//(97}

sind, strukturell zuldssig, wenn fir jedes o€/

Te Vae V() + zRidafa () mit  Ay: V() = ey
wobeli Vy & '"v"(y), VX €M, die Relation

2. ¥r g BE(JL) der die Knoten x,y & V(QL) verbindet, die Be-

ziehung ¥, (r)e Jfg (/40L (x),/&{y)) gilt.
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-Die Definition 1 bringt zum Ausdruck, dafl im Sinne der Graphen-
theorie das Tupel der Abbildungen (€ ldeA ) unter Beriicksich-
tigung der nicht eindeutigen Plazierung der Knoten korrekt gege-
ben ist.

Flir einen Multigraphen €7 und ein Tupel von Multigraphen

((_J;d /oLGA)seien folgende Relationen gegeben:

oz <vip» (Ix 27 ) -

% er@px ([ x2B Ry

S6d A 8y < >)
Le (U & cxs)x ([] xo 7V ) (6)
erQ}) deA

g
wobei mit 2%, wie gewShnlich, die Menge aller Teilmengen der
x.gﬁV@?) inzidenten Bigen des Multigraphen .
Uit Hilfe der Relationen (4) - (6) konnen beschrieben werden:

a) unterschiedliche Wechselwirkungen der elementaren Strukturen
untereinander sowie ihre Wechselwirkungrmit dem "Raum", in dem
das Layout erfolgt (siehe Pkt. 1, 2, 7);

b) Einbeziehung im voraus gegebener Unterstrukturen in die ge-
suchte Struktur, d. h. das Layout wachsender Strukturen
(siehe Pkt, 3);

¢) unterschiedliche Beschrinkungen beziiglich der gesuchten
Struktur (siehe Pkt. 8).

Die konkrete Gestalt der Relationmen (4) - (6) wird durch das
konkrete Problem des optimalen Layouts mit seinen konkreten
Wechselwirkungen der elementaren Strukturen, den konkreten zu-
s&izlichen Beschrénkungen usw. bestimmt. Wir merken an, daf fir
eine Reihe von Fiéllen anstelle der Relationen (4) - (6) auch ihr
Spezialfall, d. h. die Abbildungen, angewandt werden kbnnen.

Definition 2. Fiir einen gegebenen Multigraphen gy. und ein Tupel
von lultigraphen ( gZd,}deJL) heift das Tupel der Abbildungen
( Biloe)) zuldssig, wenn

T. das Tupel der Abbildungen ( & lded ) strukturell zuliss:
ist;

o
S




. =re -1, .
2. Vxe J(g) ,/,41(“),...,/4“‘(“))605
3y VYre E(gf): (r,éel(r),...,c%m,(r))eg.

wobedl

YdeA: £, (r) := u( )7%:1(1)) und H(r) := {_?Ejr(g))l“gE(j/.)}
pet(r

4o Vx e V(OD: (gg<x>,£%</,‘11(;{)>,..., 5%\,7@;‘1 (x)>) .

Wir fihren folgende Definitionen und Bezeichnungen ein:

P(x) := (i {/—1;1 (}:)3 - Uberdeckung des Knotens x & V(g);
de
7 (x) = U 2, (r) - Uberdeckung des Bogens T ¢ E(g%
J\ ‘
cS’(X} = </4°L1 (x)> - Uberdeckung der Umgebung gg«{»
°‘€./\ ? des Knotens x & V"(g}

Plir einen lultigraphen (}7 , ein Tupel von lultigraphen (gd\ Jds A )
und ein Tupel von Abbildungen ( &i]de )\ ) ist im allgemeinen Fall
das vektorielle Optimalitétskriterium

J((o/; (Julded ) ; (G lded ) (7)
gegeben.
In vielen Anwendungen kann men ennehmen, daf das Kriterium der
Polyoptimierung (7) folgende spezielle Gestalt hat

Q) | xe Y@Is [p () | v e BT [8(x) ) xe Vep) (@)
Wir konnen nun das allgemeine Problem des optimalen Layouts
von Strukturen formulierecn.

Problem 2. (Allgemeines Problem des optimalen Layouts von
Strukturen)

Fir einen gegebenen Multigraphen g s ein Tupel von Klassen
(T (b)) lde A ) und das Kriterium der Polyoptimierung (7) sind
ein Tupel von lultigraphen (QZ; € () lde A ) und ein Tupel

zulissiger Abbildungen ( g/ |deA) dergestalt zu finden, dasB
I(g; (% 14€d )50 8 1ded )) = opt I (G lded );(8 l4ch))
(% °LGA)
CHEEYY)

Beispiel 4. Wir beschreiben nun die konkrete Gestalt des allge-
meinen Problems des optimalen Layouts fir das Problem der Auffin-
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dung eines optimalen Weges zwischen zwel disjunkten Knotenteil-
mengen X,Y € V(G) in einem nichtnegativ bewerteten Graphen G.

In unserem Beispiel ist die Layout-Struktur eine elementare Struk-
tur vom Typ "Weg", die durch den Graphen Q(V(Q) := {a,b] und

EQ) := {(a,b)}) beschrieben wird, der in der Abb. 4 dargestellt
ist. Der Graph G beschreibt den "Raum" des Layouts.

Fir das betrachtete Beispiel ist [A)= 1 und die Graphenklasse
T(t) vom Typ "Weg" besteht aus einem einzigen Element Q.

Ferner sind M7 = {X,Y € V(&)] wnd R = {(a,X), (b,¥)].

Die Abbildung @& = (/a,yt): Q —» G, wobei M : V(Q) —> V(G) und

»: E(Q) — J(G) sind, ist strukturell zuldssig, wenn (siehe

auch Abb. 4)

1. M(a) € X und /w(b) € Y;

2, 1}<<a,,b)>ei7@</,<a),/u(b>) wobei J.(x,y) die lenge
aller Wege des Graphen G zwischen den Knoten x,y € V(G)

ist.

Fur das betrachtete Beispiel existiern die Relationen (4) - (6)
nicht, da keine zusétzlichen Beschriénkungen oder Wechselbeziehun-
gen zwischen den Strukturen Q und G vorhanden sind. Deshalb ist
Jede beliebige strukturell zuldssige Abbildung auch zuldssig.

Die lienge der zuldssigen Abbildungen & : Q — G bezeichnen wir
mit %) (Q,G).
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Das Optimalitédtskriterium des Layout 188t sich wie folgt formu-

lieren:

0(6;Q38) 1= Pp(a)) + P (p(b)) + 2 P(x)

xeV(H(a,b))
4 2% P
reE(>(a,b))

(9)

wobei ¥ (x) und Y (r) mnach den Formeln (1) und (2) berechnet
werden.

Die Formulierung des allgemeinen Problems des optimalen Layouts
hat fir das betrachtete Beispiel folgende Gestalt:

Problem 3. Plir die gegebenen Graphen G, Q und das OUptimalitdts-

ki
kriterium (9) ist eine derartige Abbildung &% € ¥) (Q,G) zu fins
den, daB
QGM(QQG)
erfillt ist.
Beispiel 5. Wir betrachten folgendes Problem, das beim Layout

abstrakter Schemata auftritt. (Siehe z. B. M. MAY, P. MENNECKE
/12/.)

Es sei ein paarer Graph Q (ibb. 5) auf den Knotenmengen

A,B € V(G) gegeben, wobei AUB = V(G) und 4 N B = @ sind. Ferner
Sei ein beschrénktes rechtwinkliges Gitter (Abb. 6) gegeben.

Des Problem des optimalen Layout besteht in folgendem:

Die Knoten der linken bzw. rechten Begrenzung des Gitters so zu
plazieren, daf in einem Begrenzungsknoten maximal ein Knoten des
Graphen plaziert werden kann. Ferner, wenn die Knoten a & A,

b € B durch die Kante verbunden sind, dann sind die ihnen entspre-
chenden Knoten der linken und rechten Begrenzung des Gitters durch
einen elementaren Weg zu verbinden, wobei die verschiedenen Wege
sich nur in den Knoten des Gitters iliberschneiden ktnnen. Die be-
schriebene Prozedur muB so durchgefithrt werden, daB die Gesamb-
anzehl der Wegekreuzungen minimal ist.

Wir merken an, daB wir im Beispiel 5 es mit einem beim Layout
nicht seltenen Fall zu tun haben, wo das Problem verbal leicht
formuliert werden kann, die formale Formulierung aber sehr schwie-
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A B X Y
c l'

d 0:Q—06 pd)

Hla)

2 s u(b)

a .M
Abb. 5 DBeisgpiel eines paaren Abb. 6 Beigpiel eines be-

Graphen Q fir das lo- schrédnkten rechtwink-
dell eines abstrakten ligen Gitters G fir
Schematas das Modell des "Raumes"

eines Layouts

-

ig igt.

=

k)

\u
&

w

3 aufgezeigte Problem kann jedoch recht leicht im Rehmen der
Beschreibung des allgemeinen Problems des optimalen Layouts in
der Sprache der Abbildungen von Graphen formuliert werden. Wir
gehen nun zur Darlegung der entsprechenden Beschreibung des
Problems iber.

Im betrachteten Beispiel ist die Layout-Struktur der paare Graph
Q (siehe 4Abb. 5). Das Modell des "Raumes" des Layouts beschreiben
wir durch den Graphen G, dessen Knotenmenge V(G) die Knoten des
Gitters bildet, und die Kantenmenge E(G) bildet die Kanten zwi-
schen den Gitterknoten. Die Menge der Knoten, die auf der linken
bzw. rechten Begrenzung des Gitters liegen, bezeichnen wir mit

X bzw. Y (siehe Abb. 6). Die Abbildung 4 = Sﬁ,ﬁﬁ: Q —> G ist
strukturell zulidssig, wenn

1. J(A)eX wnd M(B)EY
2. ¥{e,b] € E(Q): #({a,b]) e %Qﬂ(a),/ﬂ(b))
Die Abbildung & : Q —» G ist zuldssig, wenn
1. & strukturell zuldssig ist
2. |j)) = &) wnd | p(5)) = |3
3. flr jedes TyT, € E(Q) mit r, # r, gilt: ECﬁ(q))ﬂlﬂ@ﬁ(r2))=
= gj-

Die ilenge der zul&ssigen Abbildungen € : @ —> G bezeichnen wir
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mit #) (Q,G).
Dag Optimalitédtskriterium des betrachteten Layouts kann man wie
folgt aufschreiben:

(6303 ) 1= = V() NV, (10)
g,rgeﬂ(Q)
n#rs

Problem 4. Fir gegebene Graphen G, @ und des Optimalitdtskrite-
rium (10) ist eine solche zuldssige Abbildung 8y € %) (Q,G) zu
finden, daB
J(G;Q;é&} = min  J(G;Q;H)
) B i) (Q,G)

erfillt ist.

Beigpiel 6. Wir betrachten folgenden Spezialfall des allgemeinen
Problems des optimalen Layouts, nédmlich das Problem des optimalen
Layouts einer elementaren Strukitur S vom Typ "Stern" mit nicht
eindeutiger Plazierung ihrer Knoten in einem gewissen knoten-

und kantenbewerteten Graphen G (siehe Beispiel in Abb. 7). Das
Minimum fir die Summe der Kosten der optimalen Wege vom Zentrum
des Sterns bis zu seinem Endknoten stellt das Optimalitdtskrite-
rium fir das betrachtete Layout dar.

8:5-G6
] = (W) 7
X7 P Frp :
e 1 / I z ,/// %
) il )
P ~ £ ) e
LA N 42// ‘ égy%én %g - g px)
4 XZ X /
. - A(xz) "/ ‘ - I] /

Abb. 7 Beilspiel eines Layouts fiir die Elementarstruktur "Stern"
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BEs sei die Pamilie & := [Xi e V(@) |ie V(S)} von Teilmengen
der Knotenmenge V(G) eines Graphen G gegeben.

Die Abbildung (Layout) & : gﬂ *): S —» G mit /h V(s) — V(G)
und P*: E(S) — J(G) ist zuldssig, wenn

1« Yi e V(S) :ﬂ(i)EXi;

2. Yu & E(S) die die Knoten i,j € V(8) verbindet,
?(u) e 5rngﬁ(i),/4(j)) erfiillt ist, wobei -Wé(y,y) eine
llenge der Wege im Graphen G zwischen den Knoten x,y € V(G)
iste

Die lMenge der zuldssigen Abbildungen (zuldssigen Layouts)

© : S —» G bezeichnen wir mit 32(G;S;®).

Die Kosten C(©) der zuldssigen Abbildung (zuldssigen Layouts)
8 € S2(G;S;®) werden durch die Formel

C(e) := P [- 2 Plx)-+ = 28 V(x) (11)
uek(s) xeV(e(u)) reE(6(u))
bestimmt, wobei ¥: V(G) — R_ und ¥ : E(G) — IR, die Kosten
der Knoten bzw. der Kanten des Grgphen G sind, die nwoh den For-
meln (1) und (2) berechnet werden.
Somit wird folgendes Problem betrachtet.

Problem 5., Fiir einen gegebenen Graphen G, eine elementare Struk-
tur 8 vom Typ "Stern", eine Familie £ = {Xi S V(G) |lie V(S)]
von Teilmengen aus V(G), die Kostenfunktionen der Knoten (1) und
der Kanten (2) des Graphen G ist eine solche zuldssige Abbildung
(zuldssiges Layout) o, < 32(G;S;®) zu finden, daf

C(Qy) = min c(e)
- 0e32(G;S ;)

ist, wobei C(Q) nach der Formel (11) berechnet wird.

des 1-median Problems dar. Die Erweiterung besteht darin, dal

die Plazierungen der Endknoten des Sterns S im Graphen G nicht
fixiert sind, sondern innerhalb gewisser im voraus gegebener
Teilmengen X, (i € V(8)) der Knotemmenge V(G) des Graphen G variie-
ren konnen (siehe Beispiel in Abb. 7).
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Beigpiel 7. Wir betrachten jetzt folgenden Spezialfall des all-
gemeinen Problems des optimalen Layouts, nd@mlich das Problem des

optimalen Layouts einer elementaren Struktur D vom Typ "STEINER-
Boum" mit nicht eindeutiger Plazierung ihrer Knoten in einem ge-
wissen ¥noten- und kantenbewerteten Graphen G (siehe Beispiel

ibb. 8), wobei der STEINER-Baum die Knotenmenge A = {XT,XE,XB,X4j
enthelten muB. Als Optimalitédtskriterium des Layouts wird das
Minimum der Summe der Knoten- und Kentenkosten der gesuchten Struk-

tur betrachtet.

Xy, @ X, & ‘/X’ - | 77
, | G\ 4L 44 //ﬁ’;
W 9 ; D_-.G ;\ - _ =
% H 7
: S 2]
x3 X2 M(x2) // Lok /4§
7, lw 2%

Abb. & DBeispiel eines Layouts fir die Elementarstruktur
"STEINER-Baum"

Y b il A & 1 > s - » o ol - s

Seien V(D) = AUB (A ) B = ) und eine Familie &£ := [X.(I v(G) |

lie h& von Te 11mengen der Knotenmenge V(G) des Graphen G gegeben.
Die Abbildung (Layout) 6 := (ﬂ,ﬁv : D —» G mit /A : V(D) —V(G)
und  P~: E(D) —> (@) ist zuldssig, wenn

T. vieds V(D) : pli)e X

2. Yu e E(D) die die Knoten i,j € V(D) verbindet, gilt

Pu) € T, G2y LG

Die llenge der zuldssi igen Abbildungen (Wuiuﬁﬂlwew Layouts) bezeich-
nen wir mit S2(G;D;®)

Die Kosten C(8) des uuiudﬂlgen Layouts @ € 32(G,D,®) werden nach
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der Formel (11) bestimmt.
J (Baum) bezeichne eine Klasse von STEINER~-Béumen, die man auf

der Knotenmenge A "aufbauen" kann.

Problem 6. Fir einen gegebenen Graphen G, eine Klasse 7 (Baum)
elementarer Strukturen vom Typ "STEINER-Bgum" auf der Knotenmenge
A, eine Familie R = [Xi S V(G) )i € A von Teilmengen aus V(G),
die Kostenfunktionen der Knoten (1) und der Kanten (2) des Gra-
phen G ist eine solche zuldssige Abbildung (zuldssiges Layout)

6. € 52 (G; 7(Baum); #) zu finden, daB

C(Qx) = min c(e)
0eR2(G; T(Baum;z)

erfiillt ist.
Das formulierte Problem 6 stellt eine Erweiterung des STEINER-
Problems in Graphen dar. Die Erweiterung besteht darin, daB die
Plazierungen der Knoten i € A der Struktur STEINER-Bsum im Graphen
G nicht fixiert sind, sondern innerhalb gewisser im voraus gege-
bener Teilmenge Xi(i € A) der Knotemnmenge V(G) des Graphen G va-
riieren kUnnen (siehe Beispiel in Abb. 8).

Bemerkung 1. Die angegebene Beschreibung fir das 8llgemeine Pro-
blem des optimalen Layouts gibt eine hinreichend breite Klasse

von Problemen des optimalen Layouts unterschiedlicher Strukturen
an. Diese Klasse von Problemen kann man erweitern, wenn man in

der aufgezeiglten Problemstellung anstelle der Abbildungen von
lultigraphen Abbildungen von Hypergraphen betrachtet.

Line weitere interessante (sowohl aus theoretischer als auch
praktischer Sicht) Erweiterung der Klasse von Problemen des opti=-
malen Layouts erhalten wir, wenn wir in der aufgezeigten Problem-
stellung Abbildungen allgemeinerer Graphenkonstruktionen einfiihren,
némlich Abbildungen von Digraphentiirmen. Der Begriff der Digraphen-
tlirme wurde in der Arbeit von 0. Taraszow /1/ zur Beschreibung

und Untersuchung von Strukturen hierarchischer Systeme eingefiihrt.
Bine solche Erweiterung der Klasse von Problemen des optimalen

Layouts gestattet, mathematisch adédquat eine solche wichtige Klasse
von Problemen, wie das optimale Layout von hierarchischen Struktu-
ren, zu beschreiben und zu untersuchen.

In der Arbeit von O. TARASZOW /1/ wurden die Begriffe der Ket

M

QO
o
rien von Digraphentiirmen eingefihrt, deren llorphismen gerade die
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uns interessierenden Abbildungen von Digraphentiirmen darstellen.
In der aufgezeigten Arbeit /1/ wurde ebenfalls eine formale Tech-
nik fiir den Umgang mit den eingefilhrten Begriffen der Kategorien

von Digraphentirmen entwickelt.
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