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Trasslerung und Plazierung auf Graphenmodellen
O, Taraszow, A. Iwainsky

Zentralinstitut fiir Kybernetik und Informationsprozesse
der AdW der DDR

1. Problemstellung

Flir die Behandlung einer Fiille von Layout-Problemen ist
typisch, daB die Plazierung und Trassierung in metrischen
Raumen durchgefiihrt wird, wobei man versucht, das Abstands-
maB der realen Situation méglichst gut anzupassen, So wird
z.B. bel der Bestimmung optimaler Standorte filir Dienst-
leistungseinrichtungen in gtddtischen Gebieten hdufig von
dem rektilinearen AbstandsmaB (City- bzw. Manhattan-Metrik)
ausgegangen, wihrend man beli der Auslegung von Netzen grdBerer
Dimensionen oft von der inneren Struktur des Raumes absieht
und dementsprechend das euklidische AbstandsmaB verwendet
(8eZeBe /1,2/)e Auf dem Gebiet des Schaltkreisentwurfs fan-
den beide AbstandsmaBe Verwendung (s.z.B. /3,4/), wobei die
Manhattan-Metrik der Praxis n#herkommt, sofern man die Lei-
tungsldngenminimierung als Kriterium fiir die Layout-Opti-
mierung ansetzt.

Bei der Optimierung von Leitungssystemen in (physikalischen)
Rdumen bzw. Gebleten, die eine ausgeprdgte innere Struktur
aufweisen (Werkhallen, Werksgeliinde u.a.), kommt der Model-
lierung der fiir die Netzoptimierung relevanten Charakteris-
tika dieser Struktur erhthte Bedeutung zu. Auch beli der Be-
handlung praktischer Probleme dieser Art wurden metrische
Rgume zugrunde gelegt /5,6,7/. Die Verwendung des eukli-
dischen AbstandsmaBes (wie in /5,6/) ist wegen der viel-
fdltigen Einschrdnkungen fiir die Leitungsfithrung in ge-
schlossenen Riumen bzw. im Werksgelidnde kein angemessener
Ausgangspunkt flir die Optimierung. Dagegen wird in /7/ die
reale Situation fiir den Fall einer Anordnung rechtwinkliger
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R¥ume durch die Benutzung der Manhattan-Metrik besser be-
riickaichtigt. Insbesondere im Hinblick auf unterschiedliche
Kosten fiir die Leitungasfiihrung in verschiedenen Abschnitten
einsr Trasse sind aber guch dieser Modellierung Grenzen ge-
setzt. Im folgenden wird daher fiir die Optimierung des Layout
von Leitungsnetzen in stark strukturierten Umgebungen von
einer Modellbildung ausgegangen, die vollstdndig auf metrische
Riume verzichtet. Die innere Struktur des {(physikalischen)
Raumes, in dem der Netzentwurf vorzunehmen ist, wird dabei
durch einen Graphen G repridsentiert, dessen Kanten m¥gliche
Leitungawege und dessen Knoten Fixpunkte fir AnschluBstellen
des Netzes, Schnittpunkte mtglicher Leitungswege bzw. midgliche
Lokalisierungen fiir bestimmte Netzknoten darstellen,

Die Menge S mtglicher Netze ist durch Angaben zu den Leitungs~-
verbindungen sowie zu Art und Anzahl der Netizknoten charak-
terisiert. Im einfachsten Fall enthilt diese Menge nur ein
Element, dessen Charakteristika explizit aufgefiihrt sind (z.B.
in Porm einer Kopplungsmatrix). In vielen praktischen An-
wendungen ist jedoch fiir die mSglichen Netze nur eine Grob-
struktur vorgegeben, so daB die Ermittlung der detaillierten
Kopplungsbeziehungen mit zur Aufgabenstellung zu rechnen ist
(z.B, Layout einer Ringleitung, die bestimmte Netzknoten mit-
einander verbindet), Jedes mdgliche Netz kann durch einen
Multigraphen P beschrieben werden. Eine zuldssige Netz-Layout-
L¥sung, d.h. eine zul#ssige Abbildung ¢ von P in G, ergibt
sich durch zuldsaige Zuordnung von Knoten bzw. Kanten des
Multigraphen P zu Knoten bzw. Wegen im Graphen G. Bel dieser
Zuordnung fallen (i.a., vektorielle) Kosten an. Gesucht ist
dasjenige Paar (P,¥) mit P€ 5 und zuldseiger Abbildung Y ,
fiir das die Gesamtzielfunktion optimal ist.

Im folgenden soll der erlduterte Problemkreis mathematisch
formuliert werden.

Gegeben sei ein Graph G = ( Y,W ) mit der Knoten- bzw. Kanten-
menge Y = V(G) bzw. W = E(G). F(y) mit y€ Y  Dbezeichne die
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Menge aller Nachbarn aus G, die von y aus erreichbar sind.
Ferner seil eine Menge S von Multigraphen P=(N,A) gegeben.
Die Menge S wird in der Praxis h¥ufig durch die Vorgabe von
Typen fiur P featgelegt.

Als aoche Typen aind zu nennen:

1. Baum 2. Multibaum
3. Linile 4. Multilinie
5. Ring 6. Multiring
7. Stern 8, Multistern

Weiterhin sei die Menge
u={a, A 2Y]), .5 GEeN)
gegeben, PUr jeden MultigraphenP=(N,A)<€ S bestehe eine Auf-
teilung der Knotenmenge
N= N1UN2 mit N1 n N2= ¢
und sei eine Relation
R & N1 XM
vorgegeben,

Definition 1: Eine Abbildung eines Multigraphen P=(N,A) in
den Graphen G=(Y,W)

Y"=(‘r’x‘)=P—’G mit
T t N —-Y
-3
und ¢ ra—=Pefpxmer (xy)f o
worin B, ( x,y ) die Menge aller Wege zwischen x und y be~-
zeichnet, heife strukturzuldseig, wenn
1. Vz € N, : zR)A ¥ (z)
mt A : Y =M, wobei Y YE€EA; Aly)= A;
2. Vr€A ozwischen y und v mit u, v€ KN

Y@ER, (), fm )

Definition 2: Die Menge X, heiBe Belegung der Kante r € W
mit Kanten des Multigraphen P,
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Sie ist durch

X.2 U r*(F)
Pef '
mit a .
P= {ze?[réE(s)} ;s re W

gegeben. Entsprechend ist die Belegung der Knoten y < Y mit
~1
Knoten n€ ¥ : Y (y).

Definition 3: Eine Abbildung ?’ heiBt zuldaesig fir einen
Multigraphen P, wenn

1. ¥rew B(Xs) € Q (+) gilt,
wortn B: {X.} . = RY (LeV)
und (1) SR,

2. V¥V y€Y & ($7(q)) € wiy) st
worin o {‘fq(a)-}ﬁiY - Rm (m f’N)
ma  w(y) ER™

Gegucht 1lat derjenige Multigraph P € S sowle eine zuldssige
Abbildung YJ , fir die die (i.a, vektorielle) Zielfunktion

Z(PY)=Z({1X}, o, . i‘f“(g)}:”)

optimal wird,

2. BEine Erweliterung des Dijkstra - Algorithmus

Im folgenden soll eine Methode vorgestellt werden, mit
deren Hilfe eine Reihe von Aufgaben der oben erlduterten
Problemklasse behandelt werden kann, Sie stellt eine Er-
weiterung des Algorithmus von Dijkstra /8/ zur Bestimmung
des optimalen Weges in Graphen dar. Der Einfachheit halber
selen zundohat folgende Einschrinkungen festgelegt:

1, Das suf G abzubildende Netz werde durch eine der
Strukturen 1,3,5 vorgegeben, in denen die jeweils nur
aus einem Element bestehenden Mengen Ay mit 1 € J ent-
halten sein gollen.
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2, Das gesamte Netz bestehe aus einem einheitlichen
Leitungstyp.

3. Die Bel der Zuordnung von n Leitungen zu einer Kante
w€W anfallenden skalaren Kosten c¢(w,n) = O verhalten
gich additiv ( c(w,n) = n.c(w) )'.1)

4. Die skalaren Kosten, die bBel der Zuordnung von ‘f—1fy)
€N zu y€Y anfallen, seien
a( y, deEP (‘f"(y) ) 20,
worin degP('x) die Anzahl der ein- und ausgehenden
Kenten bzgl., x in P ist.

5. Die Gesamtkosten des Layout mdgen sich additiv aus
den unter 3 und 4 genannten Kosten zusammensetzen.

Es wird eine L&sung gesucht, bei der die Gesamtkosten minimal
werden,

Der Algorithmus arbeitet mit den folgendermaBen definier-
ten Elementarlisten:

Definition 4: Jede Elementarliste ist aus der Knotenmenge X,
und der Knotenfolge X, sowie einer summarischen Kostenkenn~
ziffer C aufgebaut. £1le Elemente aus x, bzw. Z,_ gind aus den
Mengen M bzw, Y. Eine Elementarliste reprisentiert eine be-
stimmte Stufe des Netzlayouts: X, bzw. x,_ symbolisieren die
bereits zum im Aufbau befindlichen Netz gehdrigen Knoten

der Menge M bzw, die Endpunkte von Leitungen, C gibt die
Kosten des realisierten Teilnetzes en. Filr die Elementar-

listen wird die Notation £ = ( Z,, —Cl_ , C ) eingeftihrt,

Definition 5: Eine Listenzelle besteht aus einem Listen-
kopf, der eine bestimmte Elementarliate enthilt, und einer
Reihe weiterer Elementarlisten.

”Es werden zundchst keine Restriktionen Bzgl. n beriick-
gichtigt.
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Der Optimierungsalgorithmus 1l§uft in folgenden Schritien
ab:

Initialisierung: Es wird mit dem Aufbau der ersten Listen-
zelile begonnen, indem der Listenkopf aus der Elementar-
1iste £°= ( y, y, O ) gebildet wird, wobel y ein belie-
biges Element aug M ist. Weiterhin werden SCH =00, 1 = 0
und die Mengen R'= ¢ vazw. (7 [Z]‘ gesetzt,

1:=1+1

Schritt 1:

1) Netzerwelterung: .

. . 1 1
Der bereits notierte Listenkopf ( £, , X, ,
2u elner gesamten Zellenliste ve‘rvollst'eindigt.

) wird

i€ ZQ sel die Menge allser Untermengen von Q@ und mit nQ
die Menge mit genau n Kopien fiir alle Elemente aus Q be-
zeichnet. Flir alle y aus Folge f," '(y {Z ) werde die
Menge

Ty & {x €2 i(y)l 1X |4 K(y) }
gebildet, wobel

Er2n { (3.x )\'} x-€F(y)

K: Y—~IN
gind. Ferner seien mit

N M= AUy)

u J‘ t;‘!

und

sowie mit pu(r) bazw. B(r) fir jede Yeliebige von y
ausgehende Kante r der Knoten y bzw. der von y verschie-~
dene Endknoten von r bezeichnet. Jedes Element % € {1 e
hat folgende Form

L .o a:, D

wobel a:jﬁn () mit V () bvezeichnet sein soll. Fiir
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alle H< N7 mit

-y Act! ¢B) < s,
wobel

act-(%) - Z Do Lot + agun 1y 80,
y L r< 9 (8)
wird nun in die Zeilenliste eine Elementarliste einge-
tragen, deren Folge atz P A (6) aus sllen B(r) mit
r€ VJ(X:} und y{t besteht und deren Kosten
¢t =ct (B) = et v act? 8

sind, Perner ergeben sich Z: bzw. SCH fur alle % <¥U’
zu

iz 06)s £ 0 (v fy1 )
PR &

bezw, N
qog o J € (F) s wemn (£ X[8Y) A (cts) < scm)
- SCH , sonst
SchlieBlich wird
< (_‘-1
R RTIU L {2 Ng
mit

258y = (b, LBy, el

2) Minimierung: Es sei ) die Menge aller t‘ﬁﬂ‘, fir
die * ,
clL¥) = min ct(r")
£‘€R’L
gilt, und eine Menge 3 definiert:
IR A AROTIVI PR AL

Pallunterscheidung:
a) 3 = ¢

In diesem Pall ist folgendes durchzufilhren:

I. Ein beliebiges L"E% wird zum Listenkopf fiir den
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niichsten Schritt. Fermer wird 0/‘:[.5'}.
IT.1:=441
I1I.Gehe zu Schritt 1 !
©) 3 ¢ ¢

Aus den Elementen von 7 kBnnen durch sukzessives Auf-
guchen von lListenkdpfen, die zu einer Zeile geh8ren,
gsowie von in anderen Zelilen liegenden Elementarlisten,
die mit Listenk8pfen ilbereinstimmen, alle Optimally-
sungen gewonnen werden.

Beispiel: Gegeben sei der Graph G aus Abb.1 mit der Menge
M= {yo,y1,y2,y3j . Die Kostenbestandteile ¢ sind an den
Kanten des Graphen notiert, die Kosten d selen sémtlich
Null. Gesucht sind die BHume mit minimalen Kosten, In de-
nen simtliche Knoten aus M enthalten sind. Wegen 4= 0

M 2 1 2
2 Ye 2
L Y2 2 6

Abb,1: Graph G des Belsplels

brauchen filr jede Kante aus G nur Zuordnungen von maximal
einer Leitung betrachtet zu werden. Tabelle 1 zeigt die
Listenzeilen, die bis zum Ende der Abarbeitung des Algorith~
mus aufgebaut wurden, Zur besseren Ubersicht sind die drei
Bestandteile einer Elementarliste durch Doppelpunkte getrenmt.
In der Tabelle befinden sich links die Listenk¥pfe, Elementar-
listen, die eine Schranke SCH liefern, sind durchgehend, Ele-
mentarlisten, die keine Netzerweiterung erlauben,sind unter-
brochen unterstrichen. Listenkidpfe, auf deren Basis keine
Erweiterungen mdglich waren, aus denen sich Optimall¥sungen
ergetien kinnten, wurden nicht in die Tabelle aufgenommen. Die
gewonnene LSsung ist in Abb.1 hervorgehoben. Zur Vereinfa-
chung der Baumkonstruktion aus den Listenzeilen wurden in X,
die Folgen %ﬂ»durch Schridgstriche getrennt. Durch die Einbe-
ziehung weiterer Malnahmen in den Grundalgorithmus lassen sich
sowohl effektive rechentechnische Realisierungen gewinnen
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(¥,:5,:0) (yg11:2) (y,:2:1) (y,:1,2:3)

(yo=2:1) (¥5092:¥2:3) (¥5,73:7423)
(F51921¥332,¥5:5)

(yo:1:2) (¥9031:71:4) (3572:¥5:3)

(751519721 71575:5)

(y,:7,2:3) (500¥1992599/323T) (¥450910¥3271/73:7)
(T51Y1172153:719¥2/¥4:8)

(3499217 539,/¥5:6)

(Fo9¥2:¥553) (yo,yz,y3=y3=5) (7b,yé,y3:1,y3:6)
(350721 1:4)

(¥50¥37¥3:3) (31¥2+¥3:¥5:5)

(701¥2:72:3) (301¥21¥3:73:5) (7407:2:5)

(35192,73:2,¥4:7)
(Yor¥5:1:4) | (Yqr¥10¥22yy:6)
(Yos32073:9207335) | (3692573 7:6)
(55071932:715¥235) | (¥50¥19¥20¥3373:T)

(3701}'2:3333’2’5) (yO:YZQY3=1'=6)
Tabelle 1

als auch oben getroffene Einschrinkungen teilweise aufheben.
Dennoch bleibt der Aufwand fiir die strenge Optimierung in die-
ger Problemklasse betrdchtlich (So wurde z.B. in /9/ ein Algo-
rithmus fiir die Baumoptimierung vorgeschlagen, fiir den die An-
zahl von Operationen alg proportional IV(G)I3 /2+ V(a2 (oM~
-IMI-1)+|V(G)|(3'"“12""+3)/2 angegeben werden konnte).Aus die-
gem Grunde ist ein heurigtischer Algorithmus entwickelt worden,
der im folgenden Abschnitt dargestellt wird. In /10/ wird die
Optimierung von Sternstrukturen bel Berlicksichtigung von Kosten
behandelt, die nichtlinear von der Belegung einer Kante aus G

mit Leitungen abhidngen.
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3, Ein heurigtischer Algorithmus

Die Menge S sei durch
s2{plCrsa)A( MY (BNA( Typ (P) = L)}

definiert, wobei Typ (P) die in Abschnitt 1 eingefiihrte
Typennummer bezeichnet und L wieder 1,3,5 sein darf.
Die Zielfunktion Z mige liber

§: V7 (G) =R
§:+E (G) -R
definiert gein:

2@ & D" by +) . 3 (resd)
Y€ V(P) TEE(P)
Gesucht ist P*€S mit

2 (P*) = min Z2 (P)
PeS

Offensiohtlich ergibt sich flir L = 1 im Fall M £ V(G) das
Steiner-Problem in Graphen (s.z.B. /9/ und bel M = V(G) die
klassische Aufgabenstellung der Baum-Optimierung, die z.B.
mit Hilfe der in /11,12/ beschriebenenilgorithmen behandelt
werden kann, Pir M = V(G) und L=3 bzw., 5 entspricht die Auf-
gabe den Problemen, einen optimalen Hamilton'schen Weg bzw,
Kreis zu finden.

Der heuristisohe Algorithmus stellt eine Erwelterung der
Methode von Prim dar /12/. Im Falle M = V(G) und L = 1
liefert er die exakte Ldsung.

Die gesuchten Graphen P vom Typ L werden aus Wegen im Graphen
G aufgebaut, Vor der Darstellung des Algorithmus werden
folgende Bezeichnungen und Definitionen eingefilhrt:

Pq (x,y) bzw. 775 (x,y) seien die Menge aller Wege in G

bzw, ein optimaler Weg zwischen den Knoten x und y mit
X,y '€ V(G)n
Perner werden folgende filnf Mengen definiert:
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K(o) & {ﬂ' (x,3) | x,y€7(0) }

Fom 2 {Fixy € X©) | nye u}
V@ =2{ »pxnN€r (x| xy €@}
Wewn2 { el | xyen]
A ={efecm) At (0 =1)}
Mir beliesbige P S G sel
TEHNN( V(R)AN)
v 210 2l xne KO | (xevR) ) A

AlyeD) A ( (PUT(x,)€d@) ) §
I (p,mE {p(x.y)-e V@ | (x,7€V(®) ) A

UV OENINTIEP)]
Im einzelnen lduft der Algorithmus folgendermaSen ab:
Initialisierung: 1: = O
Fall 1 1 L= 1,3 : Es werden

o ot aun(vir)nu)
und 2 (hH a3 Sp e S s
wv(pl) remebH

gesetzt, Darin bezeichnet ¥ ™ ein Element aus F (a,x),
fiir das

2(T™) = min 2 (N
wird, T€ FloM
_l'_ all 2t L = 5 1 Es werden

a
U F =" y% ., -n\<u VTS (x® y*))nm)
una 7' (2%) -Zé‘m v 2o 5<r> - Jix*) - S(y")

T<E()
gesstzt, Darin bueiohnnn

Mlx*, y*)€ WE0  (3=1,2)
vorsohiedeno wgge, £iir die

z( U ﬂ'(x.y")).m z(UIF(x.y))
T (e, yre WHep) 3%

wird.
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1:=1+]
Schritt i :
Fall 1: L=13: Es wird ein Weg

» - -

T<e v (2177, 2177 1)

konstrulert, fiir den

2 (T") = min z (%)

reuei=l,pi™, 1)

gillt, Auf der Basis dieses Weges werden folgende Rekursionen
ausgefilhrt :

plapt-lyr*, st \ (v (™ nw)
2z =z ( PP > S > 3,

worin YEA! €D
At aveyN (v nveiy
-1 C g ")\ (ECTY aEEY)
Fall 2: L = 5 : Es wird ein Weg
=2 Y €1 (T, oY)

konstruiert, fiir den

D

71,7 = min z (P v (xy))
T (x, 7)€ 121,017

gilt, Darin ist

7 ( pi-1 a 1-1

2 (P, T(x,3) )= 2 (e(x,¥) ) = Z (p(x, 7)€ P N Pe(xy))e
Anschlieflend werden folgende Rekurgionen ausgefiihrt:
plapttue” ,otat " N (w(tHnan)

z (#H =z @) + 7 (2T

Teat auf Ende der Konsiruktion
Falluntersoheidung:

a) ™ % P
Es 1st folgendes durchzufiihren
I 1 =2 141
II, Gehe zu Schritt 1
p) ™ ag
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Die gesuchte Struktur ist P*- Pi mit den Kosten
2 ( ) =2 (¢

4. Besohreibung eines Programmsystems

Fir die beschriebene Aufgabe befindet sioh ein Programm-
system im Aufbau, Zur Zeit 148t sioh mit seiner Hilfe u.a,
der heuristische Algorithmus fiir den Fall La1 und MC V(@)
realisieren und die exakte L¥sung fiir das klasgische Baum-
Optimierungsproblem ( L=1 und M = V(G)) gewinnen. Die Anzahl
von Operationen ist in beiden Fillen proportional |V(G)l3-
Zum Programmsystem gehtren Realislerungen der Algorithmen von
Dijkstra /8/ und Floyd /13/ zur Bestimmung optimaler Wege
in Graphen. Das System ist modular aufgebaut und in FORTRAN
geschrieben, z.Zt. beinhaltet es 30 Unterprogramms und
inagesamt ungefdhr 1250 FORTRAN-Anwelsungen.

Der fiir La=1 relavante Teil des Programmsystems ist in Abb,2
dargestellt. Der Ke¢rn dleses Teils 1st das Unterprogramm

REIN PRUF

|
3
0 Fehler 4
STAGR <bei E,'ngabe.z> ]
RAUSA ~ DISTE]

/

1 existrert 0
STABA"——'< Lésung ? Ende

RAUS Abb.2
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DISTEI, dessen Aufbau Abb, 3 zeigt. Die iibrigen Module
fihren Priifungen, Au.swertungen von Ein- und Ausgabedaten
u.as durch, Die wichtigsten in Abb. 3 dargestellten

(Beginn }— DIPER ——={ALPATH OPWEG

existiert
KORBA
KOEND
UNPER L—‘—<£’;“fﬁ;‘e”3 _2>9-—cowes
|
Abb, 3

Bausteins beinhalten :

-~ ALPATH : Realisierung der Algorithmen von Floyd und Dijketra
zur Bestimmung der Menge Hio)

~ OPWEG : Bestimmung von N " <€ K (6)
~ NBAUM : Initialisierung
COWEG : Bestimmung von T*eu(el™?, 21-1,1)
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- KORBA : Ausfiihrung von Schritt i auf der Basis von T
- KOBND : Test auf Ende der Konstruktion

Ein Beispiel flir die Bestimmung eines Baums mit Steiner-
Punkten zeigt Abb, 4. Die Knoten der Menge M sind besonders

8
I
| 6 /2 \
| 6
’ 1’!2 N N\
| \
2 10 10
== *Jd I .
2 6 3 8/ i 5
4 4 5 f|3
4 6 3
4 4 l
# \ g 4 ll| g
/ A\
7 3
2 _————= 2
4 IR
\ 3 I\
N\ 3 4 1 2 N &
N\ 4 I N\
A\ 6 1 I P N\
1 N\ 8
W
A
4 \N
4
8 g
Abb, 4

gekennzeichnet, an den Kanten sind Kosten notiert. Die mit
dem heuristischen Algorithmus gefundene LUsung mit
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Z(P*) = 43 1st im Graphen G hervorgehoben.

Tabelle 2 gibt Charakteristika fiir einige mit dem
heuristischen Algorithmus Bshandelte Probleme (L=T) an.
Fall 5 dleser Tabelle ist das Beilspliel aus Abb. 4.

m Wl | R | MR Y
1 9 4 2,7 0,40
2 9 & 2,7 0,64
3 12 8 4,2 0,98
Vg 17 12 2,5 1,66
5 20 12 5,3 2,50
6 g g 2,7 0,86
7 9 9 4,7 1,00
8 12 12 4,2 1,48
g 17 17 2,5 2,32

10 20 20 5,3 3,76

Tabelle Z
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