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Zur Anzahl der kreisireien Turniere, die Obergraﬂh
eines endlichen markierten kreisfreien Digraphen sind

Yon Oleg G. Taraszow

Enumeration of acyclic supertournaments of a finite acyclic labeled digraph.

Abstract: This paper presents an algorithm for the determination of the number 7(G) of
all different acyclic supertournaments of a finite acyeclic labeled digraph G. It is based on
a new method for the removal of cycles, which reduces the original problem to the case of
directed trees. For directed trees the answer is given in an analytical form.

Furthermore, two families of upper bounds for 7(G) are derived. The first one originates
from the set of spanning trees of G while the second one is based on the set of minimal
Dilworth decompositions of G. If G is a directed tree, the first family of upper bounds
provides the exact number 7(G). Finally, some equivalent problems are given.

1. Einfiihrung

Superturnier eines Digraphen G hei3t ein Turnier, fiir das & aufspannender Digraph
ist. Die vorliegende Arbeit befafit sich mit dem Problem der Bestimmung der Anzahl
7(G) aller voneinander verschiedenen kreisfreien Superturniere eines gegebenen end-
lichen markierten kreisfreien Digraphen G. :

Andere dquivalente Problemstellungen wurden in [3, 3, 7, 11] behandelt. In den
Arbeiten [3, 7] wurde das Ausgangsproblem auf den Fall schwach zusammenhéngender
Digraphen zuriickgefiithrt und eine obere Schranke fiir () in analytischer Form an-
gegeben. In [11] wurde eine Idee fiir einen Algorithmus zur Bestimmung der Anzahl
7(@) angegeben, die auf der rekurrenten Entfernung der Anfangs- oder Endknoten
von G basiert. Auflerdem wurden einige Eigenschaften des Spektrums von 7(¢)/n! fiir
bestimmte Halbordnungen berechnet. In [5] wurde der Begriff des Unvergleichbar-
keitsgraphen G(R) der Halbordnung R eingefithrt. Dariiber hinaus wurde eine Funk-
tion u auf der Menge aller Graphen definiert, fiir die T(G*(R)) = u(G(R)) gilt, wobei
G*(R) den Digraphen der Halbordnung R bezeichnet. Einige Eigenschaften dieser
Funktion x4 wurden bestimmt.

In der vorliegenden Arbeit wird eine rekurrente Methode der Entfernung der
Zyklen eines Digraphen vorgeschlagen, die das Ausgangsproblem auf den Fall gerich-
teter Baume zuriickfithrt. Auf der Grundlage dieser rekurrenten Methode wird ein
Algorithmus zur Bestimmung der Anzahl 7(@) fiir einen beliebigen endlichen mar-
kierten kreisfreien Digraphen G abgeleitet. Der Algorithmus benétigt i. allg. einen
Speicherbedarf in der GréBenordnung von O((| V(&) + |E(G)]) c*(@)). Die Anzahl der

~

Operationen liegt i. allg. in der GroBenordnung von O((| V(@) + [E(G)[) ¢¥(&)). Dabei
sind | V(@)| die Anzahl der Knoten und |E(®)| die Anzahl der Bégen von G G bezeich-
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net den Basisgraphen des Digraphen G'; k und ¢(G) sind folgendermaBen definiert:
k=BG — V(@) +1,

c(G):= max |E(Y)|,
1e3(6)
wobei 3(@) die Fundamentalmenge der Zyklen des Digraphen G bezeichnet.
Fiir gerichtete Bdume wird die Lisung in analytischer Form angegeben.

Wie in dieser Arbeit gezeigt wird, besteht ein Zusammenhang zwischen -der vor-
liegenden Problemstellung und dem Problem der Bestimmung der Menge der auf-
spannenden Dibdume eines Digraphen sowie dem Problem der Bestimmung der Menge
der minimalen Dilworth-Zerlegungen (D-Zerlegungen) eines Digraphen.

Mit Hilfe der Menge B(¢) aufspannender Dibdume eines Digraphen ¢ erhilt man
eine Familie {o(G, D[G]) | D[G] € B(G)} von oberen, in analytischer Form gegebenen
Schranken fiir 7(G). Wenn der Basisgraph jeder schwach zusammenhingenden Kom-
ponente von & ein Dibaum ist, stimmen die oberen Schranken mit 7(@) iiberein.

Zur Bestimmung einer oberen Schranke o(G, D[G]), G' ein endlicher markierter
kreisfreier Digraph, wird ein Algorithmus angegeben. Dieser Algorithmus benétigt
Speicherplatz in der GréBenordnung von O(|V(G)| + |E(G)]). Die Anzahl der Opera-
tionen ist durch O(|V(G)[2) oder O(|E(G)| loglog | V(@)|) gegeben.

Weiter wird die Aufgabe der Bestimmung der minimalen Schranke y(G) aus der
Familie {o(G, D[@])| D[@] € B(G)} behandelt. Eine heuristische Lésung wird durch
den Algorithmus II gegeben. Dieser Algorithmus II bendtigt Speicherplatz in der
GroéBenordnung von O(| V(@) + |E(@)|) und i. allg. Operationen in der GréB3enordnung
von O(exp(|V(@))).

Mit Hilfe der Menge T(G) minimaler Dilworth-Zerlegungen eines Digraphen G er-
hélt man eine Familie {n(@, €) | € € D(G)} von oberen, in analytischer Form gegebenen
Schranken fiir 7(@). Mittels des in der Arbeit ebenfalls angegebenen Algorithmus I
wird die minimale obere Schranke A(G) aus dieser Familie auf der Grundlage einer
heuristischen Lésung bestimmt. Der Speicherplatzbedarf und die Anzahl der Opera-
tionen sind in der Gréfenordnung gleich denen des Algorithmus I1I.

Der Algorithmus IT enthédlt den Algorithmus I und bendtigt deshalb mehr Opera-
tionen. Allerdings beriicksichtigt der Algorithmus II die Struktur des betrachteten
Digraphen in stirkerem MaBe als der Algorithmus I, wodurch in der Regel eine bessere
obere Schranke erhalten wird.

Ob die Anzahl der Operationen fir beide Algorithmen auf ein polynomiales Ver-
halten reduziert werden kann, ist bislang ungeklart.

Im letzten Abschnitt wird auf einige dquivalente Problemstellungen eingegangen.

AbschlieBend dankt der Autor Herrn Dr. H.-J. Vof fiir wertvolle Hinweise.

2. Problemstellung

In der Arbeit werden schlichte kreisfreie Digraphen betrachtet, d. h. gerichtete
Graphen ohne Schlingen und parallele Bogen, die keine Kreise (orientierten Zyklen)
enthalten. Die betrachteten Digraphen sind in der Regel markiert,d. h., sie haben eine
markierte (z.B. durchnumerierte) Knotenmenge. Zwei markierte Digraphen heiflen
dquivalent, wenn eine eineindeutige Abbildung zwischen ihren Knotenmengen existiert,
bei der nicht nur die Nachbarschaft der Knoten erhalten bleibt, sondern auch die
Verteilung der Markierungen (genaueres s. z.B. [1]).
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Unter einem Turnter wird in dieser Arbeit ein vollstindiger orientierter Graph ver-
standen. Wir erinnern daran, dal} ein Digraph orientierter Graph heifit, wenn er keine
entgegengesetzt gerichteten Bogen enthilt. Es ist offensichtlich, daB ein kreisfreier
Digraph ein orientierter Graph ist.

Superturnier eines Digraphen G heifit ein Turnier, fiir das G aufspannender Di-
graph ist.

Obergraph eines Digraphen G heiBt ein Digraph, fiir den G aufspannender Di-
graph ist.

Problem 1. Es ist die Anzahl (@) aller voneinander verschiedenen kreisfreien
Superturniere eines gegebenen endhchen markierten kreisfreien Digraphen G zu
bestimmen.

Beispiel 1. Fiir den markierten kreisfreien Digraphen @, (Abb. 1) gibt es drei
voneinander verschiedene kreisfreie Superturnlere T¢ ©=1,2,3 (Abb.2), und
folglich ist 7(Q,) = 3.

7 -
3 4 Abb. 1. Digraph @,
7 7; 3
s 7 7 1 2 2 7 2
3 4 3 4 3 4

Abb. 2. Kreisfreie Superturniere des Digraphen @,

3. Losungsmethode und Ergebnisse

Es werden nun einige Bezeichnungen und Begriffe eingefiihrt, die fiir das weitere
Vorgehen erforderlich sind. Mit |Y| bezeichnen wir die Anzahl der Elemente einer
Menge Y. Mit G = (X, W) bezeichnen wir einen Digraphen mit der Knotenmenge X
und der Bogenmenge W. Die Mengen X bzw. W des Digraphen G = (X, W) werden
wir auch mit V(G) bzw. E(G) bezeichnen. Wir merken an, daB fiir die Digraphen G,
und @, gilt:

G, S G & (V(Gl) & V(Gz)) A (E(Gl) - E(Gz))
und

Gy u Gy = (V(G) v V(Gy), EGy) v E(G,)) .

Einen beliebigen Digraphen G kann man auf genau eine Weise in der folgenden
Form darstellen.,

m
G =G,
i=1
33 EIE, Bd. 19, H. 10/11
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(s. z.B. [2], Theorem 2.2.1), wobei G; (+ = 1, 2, ..., m) die Zusammenhangskomponen-
ten!) des Digraphen @ sind.

Theorem 1 ([3], Theorem 2.3). Fiir einen beliebigen endlichen markierten kreisfreien

Digraphen G mit G = | G gilt

i=1
(Gy)

T(G) =T (i=1Gt)= IV(G)I !,‘-];Il W . D (].)

Folgerung. Durch das Theorem 1 wird das Problem 1 auf den Fall endlicher mar-
kierter kreisfreier zusammenhéngender Digraphen zuriickgefiihrt.

Der Bogen r € E(G) des Digraphen @, der den Knoten z ¢ V(GF) mit dem Knoten
y € V(@) verbindet, heiBt Bogen der transitiven Hiille, wenn es im Digraphen @

eine Bahn vom Knoten z zum Knoten y gibt. Mit G bezeichnen wir die transitive Hiille
des Digraphen @G, d. h., G ist derjenige Digraph, der aus G durch Einfiigen aller Bdgen

der transitiven Hiille erhalten wird. Die transitive Hiille G des endlichen Digraphen @
ist eindeutig bestimmt (s. z. B. [4], Folgerung 1). Es ist offensichtlich, dal mit G auch

G ein kreisfreier Digraph ist.

Lemma 1 ([5], Satz 3). Fiir einen beliebigen endlichen kreisfreien digraphen G und
seine transitive Hiille G gilt:

7(@) =(6). O _
Lemma 2. Fiir beliebige endliche kreisfrete Digraphen G, und G, mait G, = G, gilt
7(Gy) = 7(Gy).
Beweis. Wegen Lemma 1 ist ©(G) = 7(&) und 7(Gy) = 7(G,). Da aber G, = G,, ist
7(G,) = 7(Gy) und folglich 7(G,) = ©(G,). O
Nlit_a bezeichnen wir den Basisdigraphen des endlichen kreisfreien Digraphen &,
d. h., G = @, und @ hat die kleinste Bogenanzahl. Fir einen beliebigen endlichen kreis-
freien Digraphen existiert genau ein Basisdigraph (s. z. B. [2], Theoreme 9.1.1 —9.1.3).

Lemma 3 ([5], Satz 2). Fiir einen beliebigen endlichen kreisfreien Digraphen G und
seinen Basisdigraphen G gilt:
W(6) =@ . O

Fiir einen Bogen r ¢ E(G) des Digraphen G bezeichnen wir mit G — r den Di-
graphen, der aus G durch Weglassen des Bogens r entsteht, und mit G/r den Di-
graphen, der aus G entsteht, indem der Bogen r entgegengesetzt orientiert wird. Dann
gilt offensichtlich:

Lemma 4. Es set G ein endlicher markierter kreisfreier Digraph. Dann gilt
Vre B@): (G — 1) =) +1(Gr). O

Fiir jeden Knoten z € V(@) des Digraphen G bezeichnen wir mit idg(x) die Anzahl
der in 2 einlaufenden Bogen und mit odg(z) die Anzahl der aus z auslaufenden
Bogen.

1) Zusammenhiéngend bedeutet hier stets: schwach zusammenhingend.
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Wir bezeichnen mit £ einen Zyklus des kreisfreien Digraphen G (£  G). Einen
Knotenpunkt a € V(£) nennen wir Anfangsknoten des Zyklus ¥, wenn idy(a) = 0;
analog heil}t e € V() Endknoten des Zyklus £, wenn odg(e) = O (s. das Beispiel in
Abb. 3).

€3 63

a, ar

> 8, Abb. 3. Beispiel eines Zyklus £
2

Durch Umorientierung einer gewissen Untermenge von Bogen des Zyklus £ kann
£ in einen Kreis umgewandelt werden. Die Bogen dieser Untermenge nennen wir
negativ orientierte Biogen (oder Bogen mit negativer Orientierung) (z.B. die Bogen
(by» 1), (Dys €5), (g, €3) des Zyklus £ in Abb. 3); die restlichen Bogen des Zyklus ¥
nennen wir positiv orientierte Bogen (oder Bogen mit positiver Orientierung). Wir
fithren folgende Numerierung der Bogen des Zyklus £ ein (s. das Beispiel in Abb. 3).
Beginnend bei irgendeinem Endknoten des Zyklus £ numerieren wirl) die positiv
orientierten Boégen mit positiven Nummern 1, 2, ..., my(.f), die negativ orientierten
Bogen mit negativen Nummern —1, —2, ..., —m,(£) %).

Mit m,(X) bzw. my(.¥) bezeichnen wir hier die Anzahl der negativ bzw. positiv
orientierten Bégen des Zyklus. Es werde mit ¥ derjenige Zyklus bezeichnet, der aus
dem Zyklus & durch Umorientierung von |i| Bégen entsteht mit den Nummern 1,
2, .., falls 2 > 0, oder —1, —2, ..., ¢ falls ¢+ < 0. Mit £; bezeichnen wir denjenigen
Digraphen, der aus dem Zyklus ;¥ erhalten wird, wenn aus £7 der Bogen mit der
Nummer ¢ entfernt wird. Weiter sei G/f; bzw. G/£} derjenige Digraph, der aus ¢
dadurch entsteht, da der Zyklus £ durch %; bzw. £ ersetzt wird.

Theorem 2 (Methode des Entfernens eines Zyklus). Fiir einen beliebigen Zyklus £
eines endlichen markierten kreisfreien Digraphen G gilt:

my(¥)
7(G) = X (=11 e(G] 1Y), (2)
i=1
-1
(@) = T (—1)iFG)L). (3)
i=—m(¥)

Beweis. Wir zeigen die Richtigkeit der Formel (2); Formel (3) wird analog be-
wiesen. Durch sukzessives Anwenden von Lemma 4 auf die positiv orientierten Bogen
des Zyklus £ erhalten wir, indem wir die frither eingefiihrten Bezeichnungen ver-
wenden:
©(G) = 1G] 5) —T(G1D)

=7(G]) — (v(@]L,) —T(G] 1))

= 1G] L) — (TG L) — (2(G[Ly) — ... — (WG] Lyr) — TG L) ) =
()

= X (=1 (@) L) — (=)D (G L7 ) -
i=1

1) Fortschreitend in der negativen Orientierung.
2) Fortschreitend in der positiven Orientierung.

33»
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Weil der Digraph G/fp ¢y einen Kreis enthilt, der durch die Umorientierung aller
positiv orientierten Bégen des Zyklus entstanden ist, ist 7(G/Lm #)) = 0 und also

my(¥)

(@) = X (=)@ 7). O
i=1

Folgerung. Aus den Formeln (2), (3) von Theorem 2 folgt

my(¥) i
@ =3 X (=1)F(G)L).
i=—m(¥)
Wir bezeichnen mit [£] einen Zyklus, der aus einem Zyklus ¥ des Digraphen G
durch Umorientierung gewisser Bogen hervorgeht.

Lemma 5. Die Methode des Entfernens eines beliebigen Zyklus £ aus etnem endlichen
markierten kreisfreien zusammenhdngenden Digraphen G fihrt das Problem, die Zahl
T(G) zu bestimmen, auf den Fall endlicher markierter kreisfreier zusammenhdngender
Digraphen, die keinen Zyklus [ X] enthalten, zuriick.

Beweis. Durch das Entfernen eines Zyklus £ aus einem endlichen markierten
kreisfreien zusammenhéngenden Digraphen (Theorem 2) wird das Problem, die Zahl
7(@) zu bestimmen, auf das Problem zuriickgefiihrt, die Zahlen 7(G/.£;) zu bestimmen.
Dabei sind die G/¥; endliche markierte Digraphen, die aus dem Digraphen G durch
Umorientierung von (¢ — 1) und Entfernen eines der Bogen des Zyklus . erhalten
werden. Die Digraphen G/%; enthalten folglich keinen einzigen Zyklus [.£]. Ferner ist
klar, daBl beim Entfernen eines Bogens des Zyklus .f der Digraph zusammenhéngend
bleibt, d. h., die Digraphen G/.f; sind zusammenhangend. Falls G/ £; irgendeinen Kreis
enthilt, ist bekanntlich 7(G/£:) = 0; andernfalls ist aber G/.Z; ein endlicher, markierter
kreisfreier zusammenhédngender Digraph, der keinen Zyklus [.f] enthédlt. []

Lemma 6. Die Methode des Entfernens eines beliebigen Zyklus X aus etnem endlichen
markzerten kreisfreten Digraphen G fiithrt das Problem, die Zahl t(G) zu bestimmen,
zuriick auf den Fall von Digraphen mit einer kleineren Anzahl von Zyklen als sie der
gegebene Digraph G besitzt.

Beweis. Die Methode des Entfernens eines Zyklus £ aus dem Digraphen G besteht
darin, die Orientierung einiger Bogen des Zyklus ¥ umzukehren und einen Bogen des
Zyklus £ wegzulassen. Die Umorientierung von Bogen des Zyklus .f hat keinen Ein-
flull auf die Anzahl der Zyklen. Es sei » der aus dem Zyklus £ entfernte Bogen; er
gehore aullerdem zu & (k = 0) anderen Zyklen Z; (j = 1,2, ..., k). Beim Weglassen
des Bogens r zerfallt der Zyklus ¥, und auflerdem zerfallen die k Zyklen Z; (j = 1, 2, ...
., k); d. h., die Anzahl der Zyklen verringert sich. [] :

Wir merken an, dafl der Knoten a € V(G) des Digraphen ¢ dAnfangsknoten heil3t,
wenn id¢g(a) = 0. Analog heil}t e € V(G) Endknoten des Digraphen &, wenn odg(e) = 0.

Lemma 7. Fiir einen beliebigen endlichen markierten kreisfreien zusammenhdngenden
Digraphen G kann das Problem, die Anzahl (G) zu bestimmen, auf den Fall eines end-
lichen markierten kreisfreien zusammenhdngenden Digraphen mit einem einzigen An-
fangsknoten zuriickgefiihrt werden.

Beweis. Nehmen wir an, der Digraph G habe p (p >> 1) Anfangsknoten a: (¢ = 1, ...
..., p). Wir fligen zum Digraphen G den neuen Knotenpunkt @, hinzu und verbinden
ihn durch Bégen it allen Knotenpunkten a; (i = 1, ..., p). Als Ergebnis erhalten wir
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einen endlichen markierten Digraphen G mit

V& = VO v la),  BE = BE) u (Ul a))).

Nach Konstruktion ist @, der einzige Anfangsknoten des Digraphen @. Der Digraph G
ist zusammenhéngend, da ja der neue Knotenpunkt ¢, mit allen Anfangsknoten des

Digraphen G verbunden wurde und G' nach Voraussetzung des Lemmas zusammen-

hingend ist. Auflerdem ist der Digraph G kreisfrei: denn der Digraph G ist kreisfrei,
und das Hinzufiigen des Knotenpunktes ¢, mit den genannten Bégen kann nicht zur

Bildung von Kreisen fithren, da ja idg(a,) = 0 gilt. Also ist @ ein endlicher markierter
kreisfreier zusammenhédngender Digraph mit einem einzigen Anfangsknoten. Es ist

offensichtlich, daff 7(G) = (). [

Einen Digraphen ohne Zyklen nennen wir einen gerichteten Wald; einen zusammen-
hingenden gerichteten Wald nennen wir einen gerichteten Baum (Dibaum), einen
gerichteten Baum mit einem einzigen Anfangsknoten nennen wir einen gerichteten
Bawm mit Wurzel (Dibaum mit Wurzel).

Theorem 3. Die Methode des Entfernens aller Zyklen eines beliebigen endlichen mar-
kierten kreisfreien zusammenhdngenden Digraphen G mit einem Anfangsknoten fiihrt
auf das Problem, die Zahl 1(Q) fiir den Fall endlicher markierter Dibdume mit Wurzel
zu bestimmen.

Beweis. Wegen Theorem 2 und Lemma 6 ist die Methode des sukzessiven Ent-
fernens aller Zyklen eines beliebigen endlichen markierten kreisfreien zusammen-
hingenden Digraphen & endlich und fithrt (Lemma 3) zu dem Problem, die Zahl (&)
zu bestimmen fiir den Fall endlicher markierter Lreisfreier zusammenhingender
Digraphen, die keinerlei Zyklen enthalten, d. h. fiir den Fall endlicher markierter
gerichteter Baume. Im Theorem 3 wird vorausgesetzt, dafl der Digraph & genau einen
Anfangsknoten hat. In diesem Fall haben die Dibdume, die durch das Entfernen aller
Zyklen des Digraphen G entstehen, genau einen Anfangsknoten, d. h., sie sind Di-
biume mit Wurzel. Diese Behauptung folgt daraus, dafl in jedem beliebigen Di-
graphen G/£; (s. Theorem 2), entstanden bei der Anwendung der Methode des Ent-
fernens des Zyklus .f des Digraphen &, kein neuer, von Anfangsknoten des Digraphen G
verschiedener Anfangsknoten entsteht. Den Graphen G/£¥ erhilt man durch Um-
kehren der Bogen mit den Nummern 1, 2, ..., . Dabei entsteht offensichtlich kein
neuer Anfangsknoten.

Den Digraphen G/.f; erhilt man durch Entfernen eines Bogens » mit der Nummer ¢
des Zyklus £ aus dem Digraphen G/£¥. Dabei lauft der Bogen r in einen Endknoten e
des Zyklus £¥ ein und liuft entweder aus einem Zwischenknoten a (d. h. idg; (@) == 0)
oder aus einem Anfangsknoten b (d. h. ids(b) = 0) des Zyklus 7 heraus. Offensicht-
lich kénnen die Knoten e, @ nicht Anfangsknoten des Digraphen G/%, sein. Das trifft
auch fiir den Xnoten b zu, wenn er nicht der Anfangsknoten des Digraphen G ist. [

Bemerkung. Fiir einen beliebigen endlichen kreisfreien Digraphen G gilt wegen

Lemma 3: (@) = ©(@). Folglich kann das Theorem 3 wesentlich ékonomischer (be-
ziiglich der Anzahl der wegzulassenden Zyklen und Bdgen) angewendet werden, wenn
anstelle des urspriinglichen Problems, die Anzahl 7(G) fiir den Digraphen G zu be-

stimmen, das dazu dquivalente Problem der Bestimmung der Anzahl r(d) fiir den

Basisdigraphen @ betrachtet wird.
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Beispiel 2. Das in Abb. 4~angégebene Beispiel zeigt, wie die Methode des Ent-
fernens von Zyklen im Fall eines endlichen markierten kreisfreien zusammenhingen-
den Digraphen mit nur einem Anfangsknoten angewendet wird.

’7 Al p 2\ 72
T(G)=1 SHNES B[ G RN SRR | CHD Y
5 6 5 6 5 6
\ 7 7 \ 7
s\
— 1B &I B 4 g

Abb. 4. Beispiel fiir die Benutzung der Methode des Entfernens von Zyklen

Theorem 4. Fiir einen beliebigen endlichen markierten kreisfreien Digraphen G kann
das Problem, die Anzahl T(G) zu bestimmen, auf den Fall endlicher markierter Dibdume
mat Wurzel zurickgefiihrt werden.

Beweis. Durch Theorem 1 wird das Problem, die Anzahl (@) fiir einen gegebenen
Digraphen G zu bestimmen, der den Bedingungen von Theorem 4 geniigt, auf den
Fall zusammenhéngender Digraphen zuriickgefiihrt. Vermége Lemma 7 wird der Fall
zusammenhédngender Digraphen auf den Fall zusammenhdngender Digraphen mit
nur einem Anfangsknoten zuriickgefiihrt. Der letztere Fall wiederum wird durch
Theorem 3 auf den Fall endlicher markierter Dibdume mit Wurzel zuriickgefiihrt. ]

Wir bezeichnen mit Pg(z, y) eine Bahn (einen gerichteten Weg) im endlichen kreis-
freien Digraphen G vom Knotenpunkt z € V(G) zum Knotenpunkt y € V(G). Die
Léinge der Bahn Pg(x, y), d. h. die Anzahl der Bégen in Pg(z, ), bezeichnen wir mit

lP(x, ?/)-
Es sei do(w, y) := min lp(z, y) die Lange der kiirzesten- Bahn im Digraphen ¢ vom
P

Knotenpunkt z zum Knotenpunkt y. Ferner sei Vx € V(G):
Fel) := Yy e V()| (@ 9) € (@)} .

Mit B bezeichnen wir einen gerichteten Baum mit Wurzel. Es seia € V(B) Anfangs-
knoten von B. Dann nennen wir den Knotenpunkt « € V(B) Knotenpunkt k-ter Stufe
des Dibaumes B mit Wurzel, wenn dgla,2) =k (k=0,1,.., N*; N* < N mit
N = [V(B)).

Fiir einen beliebigen Knotenpunkt z ¢ V(B) bezeichnen wir mit B, einen mazimalen
gerichteten Unterbaum mit Wurzel des Dibaumes B mit Wurzel, der 2 als Anfangs-
knoten besitzt. Das bedeutet zum Beispiel, dal V(B,) die Menge aller Knotenpunkte
des Dibaumes B mit Wurzel ist, die vom Knotenpunkt x aus erreichbar sind, d. h.

V(B;) = {y € V(B)| 3Ps(x, )} -
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Theorem 5. Fiir einen beliebigen endlichen markierten Dibaum B mit Wurzel gilt:

©(B) = [V(B)I!] I1 1V(B) . (4)
zeV(B)

Beweis (durch Induktion nach der Anzahl s der Stufen im Dibaum B mit Wurzel).

1. s =0, d. h,, der Dibaum B besteht aus einem einzigen Knotenpunkt. Offensicht-
lich ist (4) dann richtig.

2. Formel (4) sei richtig fiir alle endlichen markierten Dibdume mit Wurzel mit
einer Stufenzahl s < m — 1.

3. Wir beweisen (4) fiir einen beliebigen endlichen markierten Dibaum mit Wurzel
mit einer Stufenzahl s = m. Dazu betrachten wir einen beliebigen endlichen markier-
ten Dibaum B mit Wurzel mit einer Stufenzahl s = m. Wir merken an, daB B nur
einen Anfangsknoten besitzt. Diesen Anfangsknoten bezeichnen wir mit a. Unter
Benutzung von Lemma 7 erhalten wir 7(B) = 7(B — a), wobei B — a ein endlicher
markierter kreisfreier Digraph ist, der aus dem Dibaum B mit Wurzel durch Ent-
fernen des Anfangsknotens ¢ von B erhalten wird. Es ist offensichtlich, daf3

B—a= U B, (5)
[1317:10))

d. h., die zusammenhingenden Komponenten des Digraphen B — a sind endliche
markierte gerichtete Unterbdume mit Wurzel des Dibaumes B, deren Menge von
Anfangsknoten zusammenféllt mit der Menge der Knotenpunkte erster Stufe im
Dibaum B. Wenden wir nun auf (5) das Theor_em 1 an, so erhalten wir

7By =1(B —a)=1( U Bs) = (IV(B) — I1)! e (6)

. (ﬁe‘s-a(a) )= ) Beg[g(a) | V(Bg)| !
Da alle Dibdume By mit Wurzel (8 € ¥ pla)) eine Stufenanzahl s < m — 1 haben, gilt
nach Induktionsvoraussetzung:

©(Bg) = V(B[ T |V (Bal. (7)

xeV(Bg)

Setzen wir die Beziehung (7) in (6) ein und beriicksichtigen, dafl B, = B und folglich
|V(B,)| = |V(B)] ist, so erhalten wir:

| V(Bg)|!
= — 1!
“B) = (VB )ﬂegmwwﬁ)l! I 17(B.)
«cV(Bg)

= (VB =Dt/ T 11 V(B

pedFs(a) xeV(Bp)

= (VB — D!/ TI V(B

xeV(B —a)

= V(B[ II V(B . O

zeV(B)

Bemerkung. Wir numerieren alle Knotenpunkte des Dibaumes B mit Wurzel
irgendwie mit den Zahlen¢ = 1, 2, ..., N, wobei N = |V(B)|. EsseiVi: NV; := | V(B)l.
Dann nimmt (4) folgende Gestalt an:

7(B) = N! /ﬁ N;. (8)
: i=1

| Beispiel 3. Fiir den Digraphen ), aus Beispiel2 wurde gezeigt, daBl v(Q,-
7(S)) — 7(Sy) — 7(S;) + 7(S,), dabei sind Si (1 =1,2,3,4) die in Abb. 4 dar)
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gestellten Dibdume. Wenden wir auf diese Dibdume Formel (8) an, so erhalten wir:

6! 6! 6! 6!

=413 6 4.32 6523 e 4320

Alle fiinf kreisfreien Superturniere des Digraphen @, aus Beispiel 2 sind in Abb. 5
dargestellt.

7 2 7 z 7 —ep7 7 04 7 Ve
A

3 4 3 £ 3 M 3 6 3 4

5¢ lé‘ 5] & 5 6 5 6 5 6

ADbb. 5. Kreisfreie Superturniere des Digraphen @,

Folgerung. Wir bezeichnen mit B, ; einen homogenen Dibaum mit Wurzel vom
Grade m und der Stufenanzahl k; d. h., By, j ist ein Dibaum mit Wurzel, dessen Stu-
fenanzahl gleich k ist und bei dem fiir einen beliebigen Knotenpunkt z der Stufe
s £m — 1gilt odp, (x) = m. Dann gilt folgende Formel:

k
~1(mk—i+1 _ l)ml' . (9)

m mk—1 mk — 1
Beweis. Der Dibaum B, ; hat m* Knotenpunkte der Stufe ¢ (: = 0,1, 2, ..., k).
Die Anzahl der Knotenpunkte eines Unterdigraphen mit Wurzel, der als Anfangs-

knoten einen Knotenpunkt i-ter Stufe hat, ist gleich M mit

mk—?:—!—l —_ 1

’

k—i
M = 2 mt =
S0 m — 1

und insbesondere ist die Anzahl der Knotenpunkte des Dibaumes B,,  gleich M, mit

k me+1 — ]
— s __
M, —s§0m =
Wir merken an, daf}
mk — 1 k mﬂ
ﬂIO—l=mm und  J[ (m — ) = (@m —1) m-1
- i=1

Wenden wir (8) auf den Dibaum B, ; mit Wurzel an, so erhalten wir:

k
T(B,x) = M,! | M, T] M7
i=1

mk—1
m

= (m —1) ﬁ(m

[/ﬁ (mk—i+1 _ l)mi . O

i=1

mk — 1
m— 1

Mit D[G] bezeichnen wir einen aufspannenden Dibaum mit Wurzel des Digraphen G.
Wir erinnern daran, daf der Digraph D[G] dann ein aufspannender Dibaum mit
Wurzel des Digraphen G genannt wird, wenn gilt: D[@] ist Dibaum mit Wurzel,
V(D[G]) = V(@) und D[G] & G. Fir einen beliebigen Knotenpunkt z € V(G) be-
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zeichnen wir mit D,[(] einen maximalen Unterdibaum mit Wurzel mit dem Anfangs-
knoten (der Wurzel) z vom aufspannenden Dibaum D[G] mit Wurzel des Digraphen Q.

Theorem 6. Fiir einen beliebigen endlichen markierten kreisfreien Digraphen G, bet
dem jede Zusammenhangskomponente des Basisdigraphen G ein aufspannender Dibaum

mit Wurzel ist (d. h. wenn G = U Gy und fir jedes © = 1,2, ..., m ein D[G] derart
existiert, daf G: = D[G; 1), dann gzlt

7(G) = |V (@)]! /H II V(DG (10)

1=1 zeV(G)

m
Beweis. Weil G = | G; und G = D[G], erhalten wir unter Anwendung von
i=1

Theorem 1 und Lemma 3:

mn T(Gi) r(D[Gl])
' et '

Setzen wir nun in (11) die Beziehung (4) ein und beachten, daBl V(G:) = V(D[G:]), so
erhalten wir:
T(6) = |1(G) I'/H II IV(D[G:]I . O
i=1 zeV{(6s)

Beispiel 4. Fiir Elen Digraphen @, (Abb. 6) ist jede Zusammenhangskomponente
des Basisdigraphen @; ein aufspannender Dibaum mit Wurzel (Abb. 7). Dann erhalten
wir gemdf Formel (10) von Theorem 6:

13!

WQ) = gy = 4804800,
2 7 7

7 —e3

4..‘—:5[_—_’_.6 8 9 0 72 3

Abb. 6. Digraph @,

Z 7
ﬂsj )g\ 72
2 6 8 70 13

Abb. 7. Basisdigraph @3

~a

Aus den in diesem Abschnitt abgeleiteten Ergebnissen resultiert folgender

Algorithmus zur Bestimmung der Anzahl 7(@) aller kreisfreien Superturtiere
eines endlichen markierten kreisfreien Digraphen G:
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Schritt 1: Wenn G zusammenhéngend : Schritt 3.
Schritt 2: Zuriickfithrung der Aufgabe auf den Fall der Menge der Zusammenhangs-
komponenten {Gi |7 =1,2,..,m} (s. Theorem 1).
Fiir jede Zusammenhangskomponente G; (¢ =11, 2, ... ; m): Schritte 3—7.
Schritt 3: Wenn G genau einen Anfangsknoten hat: Schritt 5.

Schritt 4: Zuriickfithrung der Aufgabe auf den Fall eines Digraphen mit genau einem
Anfangsknoten (s. Lemma 7).

Schritt 5: Zuriickfiihrung der Aufgabe auf den Fall der Menge {7” | » € 0} der Di-
béaume (s. Theorem 3).
Fiir jeden Dibaum 7" (v € ): Schritt 6.

Schritt 6: Berechnung (s. Theorem 5):
o) = VI T V(T2
zeV(T?)
Schritt 7: Berechnung (s. Theoreme 2—4):
7(Gh) = X (—1)o= (1) ,

ved
wobei vorz(Z") nach den Formeln (2), (3) bestimmt wird.
Schritt 8: Berechnung (s. Theorem 1):

m Gi

Schritt 9: Ende.

4. Zwei Familien oberer Schranken

Der soeben beschriebene Algorithmus zur Bestimmung der Anzahl 7(G) erfordert
i. allg. einen Speicherbedarf in der GréBSenordnung von O((|V(@) + |E(G)]) cX(@)).

Die Anzahl der Operationen liegt in der GréBenordnung von O((| V(&) + |E(G)]) c*(@)).
Dabei sind k und ¢(@) folgendermafen definiert:

k= (@) =BG — V@) +1,

c(@) := max {max [m(F), my(£)]},
B(&)e2(6) £e3(6)
wobei 3(@) ein Element der Menge £2(G) aller Fundamentalmengen der Zyklen des
Digraphen G und m,(¥) bzw. m,(.f) die Anzahl der negativ bzw. positiv orientierten
Bogen des Zyklus £ ist.

Deshalb entsteht das Problem, Methoden zur Abschidtzung der Anzahl 7(G) mit
geringerem Aufwand abzuleiten. Im weiteren werden zwei Familien oberer Schranken
fiir die Anzahl 7(G) hergeleitet.

Die erste Familie ergibt den Zusammenhang des betrachteten Problems zur Be-
stimmung der Menge B(@) der aufspannenden Dibdume des Digraphen G. Die Ab-
schitzung dieser Familie {c(G, D[G]) | D[G] € B(GF)} stimmen mit der genauen For-
mel (10) fiir 7(G) in dem Fall iiberein, dafl der Digraph G den Bedingungen von
Theorem 6 geniigt.

Zur Bestimmung einer oberen Schranke o(G, D[G]) wird ein Algorithmus angege-
ben. Dieser Algorithmus bendtigt Speicherplatz in der Gréfenordnungvon O(| V(G|
+ |E(@)|). Die Anzahl der Operationen ist durch O(| V(G)|%) oder O(| E(G)| loglog | V(G)])
gegeben.
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Weiterhin wird die Aufgabe der Bestimmung der minimalen Schranken x(@) aus
der Familie {o(G, D[G]) | D[G] € B(G)} behandelt. Eine heuristische Losung wird
durch den Algorithmus II gegeben. Dieser Algorithmus II benétigt Speicherplatz in
der GréBenordnung von O(| V(&) + |E(G)|) und i. allg. Operationen in der GroBen-
ordnung von @(exp(|V(@)))).

Die zweite Familie oberer Schranken ergibt den Zusammenhang des betrachteten
Problemes zur Bestimmung der Menge (&) der minimalen Dilworth-Zerlegungen.
Weiterhin wird die Aufgabe der Bestimmung der minimalen Schranke A(G) aus der
Familie {n(@, €)| € € D(GF)} behandelt. Eine heuristische Losung wird durch den
Algorithmus I gegeben. Der Speicherplatzbedarf und die Anzahl der Operationen sind
in der GroBenordnung gleich denen des Algorithmus II.

Ob die Anzahl der Operationen fiir beide Algorithmen auf ein polynomiales Verhal-
ten reduziert werden kann, ist bislang ungeklart.

Bemerkung. Algorithmus II enthdlt den Algorithmus I. Deshalb bendtigt er mehr
Operationen. Allerdings beriicksichtigt Algorithmus II die Struktur des betrachteten
Digraphen in stirkerem Mafle als Algorithmus I, wodurch in der Regel eine bessere
obere Schranke erhalten wird.

Wir erinnern daran, dafl Pg(z, y) eine Bahn im Digraphen ¢ vom Knoten z zum
Knoten y bezeichnet.

Lemma 8. Fiir etnen beliebigen endlichen kreisfreien Digraphen G mit einem einzigen
Anfangsknoten a € V(G) gult:

Vz e V(G)\ {a}: TP¢a, ).
Beweis. Es sei z € V(G) \{a¢}. Wir beschreiben die Konstruktion der Bahn
Pc(a, Il').
(i) Wenn ids(2) = 0, dann existiert ein Bogen 7, der einen Knoten y € V(@) mit dem
Knoten z verbindet, wobei & y. Der Bogen r gehdrt zur konstruierenden Bahn
P(,-(a/, x).

Falls y = @, dann ist Lemma 8 bewiesen. Andernfalls wenden wir zu dem Knoten
y € V(G) \ {a} den oben beschriebenen Schritt (i) an. Der betrachtete Digraph ist
den Bedingungen des Lemmas 8 entsprechend endlich und kreisfrei. Deshalb ist die
Konstruktion der Bahn Pg(a, ) endlich und kann nur in dem Anfangsknoten « des
Digraphen @ beendet werden. []

Lemma 9. Ein beliebiger endlicher kreisfreier zusammenhdngender Digraph G mit
einem einzigen Anfangsknoten enthdlt mindestens einen aufspannenden Dibaum D[G]
mait Wurzel,

Beweis. Wir betrachten eine Folge von Digraphen ¢ = Gy, Gy, ..., Gp Jeder Di-
graph G (t=1,2,...,k%k) wird aus dem Digraphen G,_; erhalten durch Entfernen
eines gewissen Bogens aus einem Zyklus des Digraphen G;_;. Der entfernte Bogen muf
Eingangsbogen eines Endknotens des gegebenen Zyklus sein. Nach Konstruktion
soll der letzte Digraph G, keine Zyklen mehr enthalten.

Wir zeigen, daB der Digraph G, ein Geriist mit Wurzel des Digraphen @ ist. Nach
Konstruktion ist G, ein endlicher kreisfreier zusammenhdngender Digraph. Es sei
a € V(@) der einzige Anfangsknoten des Digraphen G. Da G ein endlicher kreisfreier
zusammenhingender Digraph mit nur einem Anfangsknoten a ist, folgt fiir jedes
xz € V(G@)\ {a}:idg(z) = 1. In jeder Etappet (s = 1, 2, ... , k) wird ein Eingangsbogen
eines gewissen Endknotens z irgendeines Zyklus des Digraphen G;_1 entfernt, d. h.
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eines Knotenpunktes z, fiir den idg,_,(2) = 2. Daher ist fiir jedes: =1, 2, ..., k und
z € V(@) \ {a}:idg(x) = 1. Damit ist ¢ im Digraphen G, der einzige Anfangs-
knoten.

Also ist G ein endlicher kreisfreier zusammenhingender Digraph ohne Zyklen

mit einem einzigen Anfangsknoten; d. h., Gy ist Dibaum mit Wurzel. Weiterhin ist

offensichtlich, daB @ S G und V(@) = V(@); d. h., G ist ein aufspannender Di-
baum D[] mit Wurzel des Digraphen G. ]

Bemerkung. Es ist offensichtlich, daBl ein endlicher kreisfreier zusammen-
hingender Digraph mit mehreren Anfangsknoten keinen aufspannenden Dibaum mit
Wurzel enthalt.

Mit (@) bezeichnen wir den zyklischen Rang des Digraphen G; d. h., nach Definition
ist
Y@ = |E@) — V(&) + 1. (12)

Lemma 10. Die Anzahl der Bégen, die aus einem endlichen kreisfreien zusammen-
hingenden Digraphen mit nur einem Anfangsknoten entfernt werden miissen, um zu
einem aufspannenden Dibaum mit Wurzel zu kommen, ist gleich seinem zyklischen
Rang (12).

Der Beweis ergibt sich durch eine leichte Modifikation des Beweises fiir das analoge
Resultat im Fall ungerichteter aufspannender Dibidume (s. z. B. [2], Theorem 6.5.2). []

Folgerung. Aus den Lemmata 9—10 folgt, daB die Anzahl k£ von Gliedern in der
Folge von Digraphen G = G,, G,, ... , G, von Lemma 9, die auf einen aufspannenden

Dibaum G} = D[G] mit Wurzel des Digraphen @G fiihrt, gleich dem zyklischen Rang
des Dlgraphen G ist. Es ist also k£ = »(@) = |E(@)] — |V(&)| + 1.

Mit Hilfe des Lemmas 4 folgt offensichtlich

Lemma 11. Fiir beliebige endliche markierte kreisfrei Digraphen G, G, G* mit
V(G = V(@) = V(G*) und G, S G = G* gilt:

7(G*) £ 1(6) £ 1(Gy) . [ (13)

Wir betrachten einen endlichen markierten kreisfreien Digraphen G = U G, in
i=1

dem jede Zusammenhangskomponente G; (i = 1,2, ...,m) genau einen Anfangs-
knoten besitzt. In diesem Fall hat in Ubereinstimmung mit Lemma 9 jede Kompo-
nente G¢ (: = 1, 2, ..., m) mindestens einen aufspannenden Dibaum mit Wurzel. Wir
betrachten ein beliebiges Tupel (D[G:])i=1,2,..,m von aufspannenden Dibdumen mit
Wurzeln, die zu dem Tupel von Zusammenhangskomponenten (Gi);—1,2,..,m des
Digraphen & gehdren und fiihren folgende Bezeichnungen ein:

o(Gs, D[GY)) := ©(D[G:]) , (14)

6(G, (DG Dicrz,...m) i= z(iglp[ai]) . 15)

Das folgende Theorem 7 ergibt die Familie der oberen Schranken fiir die Anzahl7(G).
Theorem 7. Fiir einen beliebigen endlichen markierten kreisfreien Digraphen

G = G G, bei dem jede Zusammenhangskomponente genau einen Anfangsknoten besitzt,

i=1
und fiir ein beliebiges Tupel (D[G])i<1,2, ..., m von aufspannenden Dibdumen mit Wurzeln
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gilt:
(@) < oG, (D[G)i=1,2,..,m) = V@I TT TI |V(DLG]) . (16)

i=1 zeV(Gi)

m
Beweis. Da ¢ ='.U G, folgt aus Theorem 1:

7(G) = (17)

Wegen Lemma 11 und Theorem 5 gilt fiir einen beliebigen aufspannenden Dibaum
D[G:] mit Wurzel des Digraphen G; (¢ = 1, 2, ... , m):

7(Gh) = T(D[G]) = V(@I IT [V(DafG])] . (18)

zeV(Gi)

Tragen wir die Ungleichung (18) in die Formel (17) ein und beachten noch die Be-
ziehungen (14)—(15), so erhalten wir Formel (16). O

Bemerkung 1. Es ist offensichtlich, daB} in dem Fall, dafl der betrachtete Di-
graph G den Bedingungen des Theorems 6 geniigt, die Ungleichung (16) in eine
Gleichung iibergeht und mit der Formel (10) des Theorems 6 zusammenféllt.

Bemerkung 2. Theorem 7 ist anwendbar fiir einen beliebigen endlichen markierten
kreisfreien Digraphen G; denn wegen Lemma 7 kann jeder derartige Digraph G, fiir
den 7(@) berechnet werden soll, leicht in einen Digraphen iiberfithrt werden, der den
Bedingungen des Theorems 7 geniigt.

Bemerkung 3. Aus Theorem 7 und der Bemerkung 2 zum Theorem 7 resultiert
folgender

Algorithmus zur Bestimmung einer oberen Schranke o((, D[G]) fiir 7(G), wobei &
einen endlichen markierten kreisfreien Digraphen bezeichnet:
Schritt 1: Wenn G zusammenhidngend: Schritt 3.

Schritt 2: Fiir jede Zusammenhangskomponente G; (1 = 1, 2, ... , m) von G: Schrit-
te 3—4.

Schritt 3: Auffindung eines aufspannenden Dibaumes D[G;].
Schritt 4: Berechnung (s. Theorem 5):

T(D[G]) = V(DG ] Vg[g.])'V(D”‘[Gi])'
Schritt 5: Berechnung (s. (14), (15), Theorem 7):
o(6, DG Dimp,.om) = VO T Tl

11 V(G
Schritt 6: Ende.

m

Fiir einen endlichen marklerten kreisfreien Digraphen G = |J G4, bei dem Jede
i=1

Zusammenhangskomponente G; (¢ = 1, 2, ..., m) genau einen Anfangsknoten besitzt,
fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

$B(G:) sei die Menge aller aufspannender Dibdume mit Wurzel der Komponente G..

B(G) sei die Menge aller Tupel (D[Gi]);=1,e,...,m von aufspannenden Dibdumen mit
Wurzeln der Komponenten G5 (¢ = 1, 2, ..., m) von G.
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0y(G4) := min o(Gi, D[G]), (19)
D[G]eB(G)

0,(G) := min o(@, (D[Gi))iz1,e,...om) - (20)
(DIGiN)i=1,2,..., meB(G)

Wir merken an, da wegen Beziehung (14) gilt:

0o(Gy) = min  T(D[G]) . (21)
D[G]1eB(Gy)

Theorem 8. Fir einen beliebigen endlichen markierten kreisfreien Digraphen

m

G = | Gy, bei dem jede Zusammenhangskomponente G; genau einen Anfangsknoten
i=1

besitzt, gilt:

o 00(Gi)

a,(@) = V(@I ]1

iz | V(@) (22)

Beweis. Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (1), (14) und (19)—(21) folgt
Formel (22) unschwer aus Formel (15). [

Mithin kann das Aufsuchen der minimalen oberen Schranke o,(G) fiir die Anzahl (@)
bei einem endlichen markierten kreisfreien Digraphen G auf den Fall eines endlichen
markierten kreisfreien zusammenhingenden Digraphen mit nur einem Anfangs-
knoten zuriickgefiihrt werden. Dann erhalten wir unter Beriicksichtigung der Be-
ziehung (21): '

Aufgabe 1. Fur einen endlichen markierten kreisfreien zusammenhédngenden
Digraphen G mit nur einem Anfangsknoten ist ein aufspannender Dibaum D, mit
Wurzel aufzusuchen, so dal

0o(@) = 1(Dy) := min (D)
DeB(6)
gilt.

Wir zeigen nun, wie die Anzahl |B(G)| aller aufspannenden Dibdume mit Wurzel
eines endlichen markierten kreisfreien zusammenhédngenden Digraphen ¢ mit nur
einem Anfangsknoten berechnet werden kann.

Es sel V(G) = {z, %y, ... , Tp} mit n = |V(@)]. Mit A(G) bezeichnen wir die Ad-
jazenzmatrix des Digraphen G, d. h., A(¢) ist eine (n X n)-Matrix [[a;|| mit ay = 1,
wenn (2, x;) € E(G) und a; = 0 im entgegengesetzten Fall'). Mit M;q(G) bezeichnen
wir die Matrix, die aus der Matrix — A(G) entsteht, wenn das i-te Element der Haupt-
diagonalen durch idg(z;) ersetzt wird.

Theorem 9. Fiir einen beliebigen endlichen markierten kreisfreien zusammenhdngen-
den Digraphen G mit nur einem Anfangsknoten z;, € V(G) (V(@) = {2, ... , n} mat
n = |V(G)|) ist dgs algebraische Komplement eines beliebigen Elementes der ersten Spalte
der Matriz Miq(G) gleich der Anzahl |B(Q)| aller aufspannender Dibdume mit der Wurzel
des Digraphen G.

Beweis. Theorem 9 folgt aus dem Matrizen-Theorem fiir Baume von Digraphen
(s. z.B. [6], Theorem 16.9) und der offensichtlichen Tatsache, dal nur der Anfangs-
knoten des Digraphen G' Anfangsknoten eines Geriistes mit Wurzel fiir den Di-
graphen G sein kann. []

1) da der Digraph G schlicht ist, a;; = 0.
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' Bemerkung. Aus Lemma 9 folgt, daBl |B(G)| = 1.

Beispiel 5. Fiir den Digraphen @, der in Abb. 8 dargestellt ist, ist wegen Theorem 9
IB(Q,)] = 6. Da auBerdem @; = @,, wobei @, der Digraph aus Beispiel 2 (Abb. 4) ist,
ist wegen Lemma 2 7(Q,) = 7(@,) = 5. In Abb. 9 sind alle Geriiste J; mit Wurzel
(¢t =1,2, ..., 6) des Digraphen ¢, dargestellt.

7 2
3 4
5 6 Abb. 8. Digraph @,
% % % e % %

7 2 7?2 1o To— wo? 7[——-[2 7 —[ z

3 4 3 ‘3 r F} Sy 3l s 34 p

5e 6 5! 6 5 6 Sé——sef 5
Abb. 9. Geriiste mit Wurzel des Digraphen Q,

Unter Benutzung von (4) erhalten wir:
7(Jy) =30, () =20, () =15, ©(Jdy) =15,
(J5) = 10, T(Jg) = 10.
Folglich ist ¢,(@,) = 10.

Fiir die Aufgabe 1 wollen wir nun eine heuristische Losung angeben, die eng mit
der minimalen Dilworth-Zerlegung eines endlichen kreisfreien Digraphen in durch-
schnittsfremde elementare Bahnen zusammenhéingt.

Wir erinnern daran, dafl als D-Zerlegung eines endlichen kreisfreien Digraphen G
eine beliebige Zerlegung seiner Knotenmenge V(&) bezeichnet wird, fiir die gilt:

V@) = UVE) Vit VE) a VE) = @ (23)
i=
€S G (@ =12,..,w)sind elementare Bahnen des Digraphen G. Eine D-Zerlegung
(23) des Digraphen G, fiir die die Anzahl w von Komponenten &; (: =1, 2, ..., w)
minimal ist, heiBt menimale D-Zerlegung des Digraphen G.

Wir erinnern daran, dal die Knotenmenge X & V(@) eine unabhingige Knoten-
menge des endlichen kreisfreien Digraphen @ heit, wenn X unabhéngig in der transi-
tiven Hiille G des Digraphen @ ist, d. h.: Va,y ¢ X(z = y): (2, y) ¢ E(G) und (y, x) ¢
¢ E(G).

Mit 3(G) bezeichnen wir die Menge aller unabhingigen Knotenmengen des Di-
graphen G.

Die Zahl §,(G) mit

0o(G) 1= max | X|
Xe}(6)
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hei3t maximales Defizit des endlichen kreisfreien Digraphen G. Es gilt das folgende
Theorem (s. z.B. [2], Theorem 10.2.1 —3).

Theorem 10. Fiir einen beliebigen endlichen kreisfreien Digraphen G existiert eine
minimale D-Zerlequng; dabes ist die minimale Anzahl von Komponenten in einer be-
liebigen derartigen Zerlegung gleich dem maximalen Defizit 5o(G) des Digraphen G. ]

Wegen der Giiltigkeit von Theorem 10 hat also eine beliebige minimale D-Zer-
legung eines endlichen kreisfreien Digraphen G die folgende Form:
3u(6)
V(G) = U V(&y); Vit V(&) n V(€)= . (24)
i=1
Eine heuristische Lésung der Aufgabe 1 kann durch Bestimmung einer minimalen
D-Zerlegung (24) erhalten werden.
Es sei daran erinnert, daf fiir Digraphen G, @ mit @ & G durch G — @ derjenige
Digraph bezeichnet wird, der aus G durch Entfernen aller Knotenpunkte des Di-
graphen @ und der mit ihnen inzidierenden Bogen erhalten wird.

Lemma 12 (s. z.B. [3], S. 36). Fiir eine beliebige elementare Bahn & des endlichen
kreisfreien Digraphen G, fiir die

GG — &) = 6,(G) — 1 (25)
gilt, gibt es eine minimale D-Zerlegung des Digraphen G, die die Bahn € enthdlt. []

Mit P(G, 6,) bezeichnen wir die Menge maximaler elementarer Bahnen des Di-
graphen @, die der Bedingung (25) geniigen. Wir merken an, dal wégen Theorem 10
und Lemma 12 B(G, é,) == ¢ fiir jeden beliebigen endlichen kreisfreien Digraphen @
gelten mufl. Mit «(%B(@, d,)) werde die Anzahl von Knotenpunkten einer beliebigen
maximalen elementaren Bahn aus der Menge (G, 6,) bezeichnet.

Wir geben nun den Algorithmus I zur Konstruktion einer minimalen D-Zerlegung
des endlichen kreisfreien Digraphen an. Diese minimale D-Zerlegung bezeichnen wir

mit {571}1'=1,...,6,(G)-
Algorithmus 1.

Schritt 1: ¢ = 0, Q = G. Aufbau der Menge P(Q, d,)-
Schritt 2: V& € B(Q, )
wenn @ — € = ¢, dann o (P(Q — &, J,)) = 0,
sonst Aufbau der Menge B(Q — &, &)
Schritt 3: Auswahl ein beliebiges €, € P(Q, d,) derart, daB
(R@ — &4, 0)) = max «(P@Q — &€, 6y)).
£eB(Q, 8,)
=i+ 1; & =E&,.
Schritt 4: @ = @ — &,. Wenn @ + &: Schritt 2.
Schritt 5: Die minimale D-Zerlegung {gi}i=1, 2,...,6,G) ist konstruiert.
Schritt 6: Ende.

Lemma 13. Der Algorithmus 1 zur Konstruktion einer minimalen D-Zerlegung eines
endlichen kreisfreien Digraphen ist korrekt.

Beweis. Lemma 13 folgt aus Theorem 10, Lemma 12 und den folgenden hin-
reichend offensichtlichen Behauptungen:
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1. Ungleichung (25) nimmt unter den Bedingungen des Lemmas 12 die Form einer
Gleichung an.

2. Ist G ein endlicher kreisfreier Digraph, so sind fiir jedes ¢ = 1, ..., §,(@) alle
Digraphen @ — & der Schritte 2—4 auch endliche kreisfreie Digraphen. []

Wir kommen nun zur heuristischen Losung der Aufgabe 1.

Es sei daran erinnert, dal G u @ fiir zwei beliebige Digraphen G und  der Digraph
mit V(G v@) := V(G) v V(@) und E(G v Q) := E(G) v E(Q) ist.

Fiir einen beliebigen Dibaum B bezeichnen wir mit P g(z, y) eine Bahn vom Knoten-
punkt « € V(B) zum Knotenpunkt y € V(B).

Mit Lg(x) bezeichnen wir eine Bahn Ppg(x, 2) derart, daB

|E(Pp(x,2))| :=max |E(Pg(z, y))| .
yeV(B)

Ferner sei Sy(z, y) := Pglz, y) u Lpy) .
Wir betrachten einen endlichen kreisfreien zusammenhéngenden Digraphen G' mit
nur einem Anfangsknoten a € V(G).

Es sei {761};=1, ..., die minimale D-Zerlegung des Digraphen @, die man mit Hilfe
von Algorithmus I erhélt. Mit a; bezeichnen wir den Anfangsknoten der elementaren

Kette £ (1=1,2, ..., 6(@), und es sei z.B. @, = a.
Wir beschreiben nun den Algorithmus II, mit dessen Hilfe aus der minimalen D-

Zerlegung { € i}i=1,2,..,6,6) des Digraphen G' der uns interessierende aufspannende
Dibaum B mit Wurzel erhalten wird, der eine heuristische Lésung der Aufgabe 1 ist.

AlgorithmusII.

Schritt 1: B= 6. M = {2, 3, ..., 6,(()}.

Schritt 2: =N, u N, N, n N, = &, wobei Vi e N: B
1 €My =g e NN\ {¢} derart, daB (a4, as) € E(G);
andernfalls ist ¢ € ;.

Schritt 3: Vi € %, : Bildung R() := {z € V(B) | (2, as) € E(G)}.
(wegen Lemma 8: R(7) =+ ).

Schritt 4: Vi ¢ N,: Autfindung IM(:) S R(2) derart, dab
2 €M) i< |B(Lala)| = min [B(L3)1

Schritt 5: Vi € 9, : Auswahl ein beliebiges z; € IN(?) derart, daf
|E(S3(a, )| = max |E(Sz(a, 2))] -

Schritt 6: B = B u (U £:) u (U (21, @) (26)

€N, €M,
Schritt 7: N = N,. Wenn N 3= @: Schritt 2.
Schritt 8: Der aufspannende Dibaum B mit Wurzel ist konstruiert.
Schritt 9: Ende.

Lemma 14. Der Algorithmus II zur Konstruktion eines aufspannenden Dibaumes B
mit Wurzel fiir den endlichen kreisfreien zusammenhdngenden Digraphen G mit nur
einem Anfangsknoten ist korrekt.

Beweis. Aus der Konstruktion von B ist offensichtlich, daB idg(e) = 0, wobei a
der einzige Anfangsknoten des Digraphen G ist.
Esseid = {1, 2, ..., 6,3}

34 EIK, Bd. 19, H. 10/11
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Wir betrachten einen beliebigen Knotenpunkt z € V(B~) \\ {a}. Folgende zwei
Fialle sind mdglich:

1. 3i € derart, daB @ = @i, wobei a; Anfangsknoten der elementaren Bahn &;
ist, d. h. idg,(z) = 9 Nach Konstruktion von B (s. Schritt 5, 6) gibt es genau einen
Bogen (zi, a:) € E(B), und folglich ist id (z) = 1.

2. Vi €Q: x = ai. Dann 3j € Y derart, daB € V(£)). In diesem Fall ist idg,(z) = 1.
Aus der Beziehung (26) folgt dann idz(z) = idz,(z) = 1.

Damit ist idg(a) = 0 und Va € V(B) \ {a}: idz(x) = 1; in diesem Fall ist aber B
ein Dibaum mit Wurzel ([6], Theorem 16.4).

Weiter gilt wegen € & G (Vi €) (£; ist eine Komponente einer minimalen D-
Zerlegung des Dlgraphen G) und (zs, ;) € E(G) (s. Schritt 3), daB aus der Beziehung (26)
B < G folgt. {B:}iey ist eine minimale D- Zerlegung des Dlgraphen G. Daher folgt aus
den Beziehungen (24) und (26), dafl V(B) = V(G). Also ist B ein aufspannender Di-

baum mit Wurzel des Digraphen G. []

Die obere Schranke ‘r(f?) fiir die Anzahl 7(G) bezeichnen wir mit y(G); dabei ist B
ein aufspannender Dibaum mit Wurzel eines endlichen markierten kreisfreien zu-
sammenhingenden Digraphen mit nur einem Anfangsknoten. Der Dibaum B wird
mit Hilfe des Algorithmus IT konstruiert. Daher ist 5(G) := 7(B).

Fir die Anzahl 7(G) des endlichen markierten kreisfreien zusammenhingenden
Digraphen G mit nur einem Anfangsknoten geben wir noch eine andere Familie von
Abschétzungen nach oben an, die mit einer minimalen D-Zerlegung des Digraphen G
zusammenhidngt.

Theorem 11. Fiir eine beliebige minimale D-Zerlegung {Cs}seg (S = {1, 2, ..., 3p(®)})
des endlichen markierten kreisfreien zusammenhdingenden Digraphen G mit nur einem

Anfangsknoten b € V(@) und b € V(Cp) gilt:

VIR — 1)1 [9£G)
(6) S 116, (Cehea) = {gic—1n: / 17! (27)
"'rp
Beweis. Es seien b; die Anfangsknoten der Komponenten C; (1 = 1, 2, ..., §,(&)).

Da b € V(C,), ist b = b,. Wir betrachten den Digraphen @, die transitive Hiille des
Digraphen G. Der Digraph G geniigt den Bedingungen des Lemmas 8, folglich gilt
fiir jedes 7 € § mit 7 == p: IPg(b, b;). Das bedeutet, daB fiir jedes ¢ € I mit ¢ &= p gilt:

(b, b) € B(G).
Wir konstruieren den Digraphen B, € G (Abb. 10) mit

« = (U C)u(U D b)).
1€y ied
i*p
Es ist offensichtlich, dall B, nach Konstruktion ein aufspannender Dibaum mit
Whurzel fiir den Digraphen G ist. Unter Benutzung von Lemma 1 und Theorem 7 er-
halten wir (27). (J

Die Zahl n(G, {gi}ies)’ wobei {bZi}ieg die minimale D-Zerlegung des Digraphen & ist,
die mit Hilfe des Algorithmus I erhalten wurde, bezeichnen wir mit A(G), also A(G) :=

= (G, {€i)icq)-
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U 6)

Abb. 10. Dibaum B,

: Es ist offensichtlich, dal
() = 0p(@) = (@)
gilt, und sehr wahrscheinlich gilt auch die
Vermutung.
(@) = AG) .
Bemerkung. Fir die Anzahl 7(G) ist eine obere Schranke bekannt ([7], s. auch [3]),

die im Fall eines endlichen markierten kreisfreien zusammenhéangenden Digraphen G
mit nur einem Anfangsknoten die folgende Form hat:

@) = 16) =1 AV 1, | (28)
wobel
AT = P ; N =|V(&):

Ve e V(@) sp = [{y € V(G)| 3Ps(y, 2)}|: Q= {s;]lx e V(@ };
Us) :=[{z € V(@) | s = s}I; L(s) = [{w € V(G) | sz > s}| .

Beispiel 6. Fiir den Digraphen @;, der in Abb. 11 a) dargestellt ist, kann man
unter Benutzung der Ergebnisse dieser Arbeit (Theoreme 3, 5) zeigen, daf} 7(Q;) = 68.

Der Digraph @ hat wegen Theorem 9 [B(Q;)| = 8 aufspannende Dibdume mit
Wurzel, ihre Untersuchung erglbt 0,(@5) = 210.

Der Algorithmus I fiihrt zum Beispiel zur minimalen D-Zerlegung {OI, Cy, Gy}
(Abb. 11b)), der Algorithmus II liefert den aufspannenden Dibaum B, mit Wurzel
(Abb. 11¢)).

Vs 70—-—02—:,
&,

Gy

-~
o
N
~ B
S
SN
L ]
oY ©,
o —@— ———
vy A

a) -
Abb. 11. a) Digraph @;; b) Minimale D-Zerlegung; c¢) Gertist By

34+
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Fiir den Digraphen @; erhalten wir: y(Qs) = 210 und A(Q;) = 280.
Die Abschitzung (28) aus [7] ergibt: x(Q;) = 648.
Es gilt also fiir den Digraphen aus Abb. 11a):

7(@s) < 00(@s) = x(@s) < A@5) < %(Qs) -
Das folgende Beispiel 7 zeigt, daB die Abschitzung (28) viel zu grob sein kann.

Beispiel 7. Wir betrachten den Dibaum B(n, m), der in Abb. 12 dargestellt ist.

a

Ay Ay Aim, ai;  agp Lim, Ary An2 Anm,

Abb. 12. Der Dibaum B(n, m)

Fiir den Dibaum B(n, m) erhalten wir nach der genauen Formel (4):

[n(m + 1]t
(m + 17

Die Abschitzung (28) liefert:
»(B(n, m)) = nfn(m + 1) — 1]1.
Folglich ist

(B(n, m)) 1 <1
%(B(n, m)) T (m 4 1 =

7(B(n, m)) =

Fiir groBe n, m erhdlt man
7(B(n, m))
#(Bln,m) <
Es gilt sogar:

lim 7(B(n, m)) — lim (B(n, m)) lim t(B(n, )

n-oo ¥(B(n, m)) maoo ¥(B(n, m)) ——n,m—»oo "(B(n; ) =90.

5. Aquivalente Problemstellungen

Fiir das in der vorliegenden Arbeit betrachtete Problem 1 gibt es eine Reihe
dquivalenter Formulierungen, die weiter unten angegeben werden (Probleme 2—6).
Der Beweis fiir die Aquivalenz der Probleme 1 —6 ist hlnrelchend offensichtlich.
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Wir erinnern daran, daB ein Digraph G transitiv heilt, wenn G = @ gilt. Ein Di-
graph @ heifit Supergraph des Digraphen G, wenn G S @ und V(@) = V(). Ein kreis-
freier Digraph G heit Hamiltonsch, wenn er eine Hamiltonsche Bahn enthilt.

‘Problem 2. Fiir einen gegebenen endlichen markierten kreisfreien Digraphen ist
die Anazhl seiner voneinander verschiedenen transitiven kreisfreien Hamiltonschen
Supergraphen zu bestimmen. ’

Bemerkung. Aus der Aquivalenz der Probleme 1 und 2 folgt, daB fiir einen be-
liebigen endlichen markierten kreisfreien Digraphen die Menge seiner kreisfreien
Superturniere dquivalent ist mit der Menge seiner transitiven kreisfreien Hamilton-
schen Supergraphen. Es ist hinreichend offensichtlich, da die behauptete Aquivalenz
auch im Fall endlicher nichtmarkierter kreisfreier Digraphen gilt.

Als topologische Sortierung (s. z. B. [8]) oder zuldssige Numerierung (s. z.B. [9]) der
Knoten der Menge V(G) eines Digraphen G mit |V(G)| = n bezeichnet man eine be-
liebige eineindeutige Abbildung ¢: {1, 2, ..., n} — V(@) derart, daB

(p(3), () € B =1 <.

Problem 3. Zu bestimmen ist die Anzahl voneinander verschiedener topologischer
Sortierungen (zuldssiger Numerierungen) der Knotenpunkte des gegebenen endlichen
kreisfreien Digraphen.

Mit R & X X X bezeichnen wir eine gewisse binidre Relation der Menge X. Die
Relation R & X X X nennen wir endliche markierte Relation, wenn X eine endliche
markierte Menge ist. Man sagt, da die Relation R, & X X X die Relation R, &
S X X X enthilt, wenn R, & R,. Fir R;, R, & X X X wird eine bindre Relation
R, R, & X X X folgendermallen definiert:

(R Ry y = JzeX: 2Rz und zRyy.

Wenn R € X X X, ist nach Definition R~' & X X X eine binire Relation derart,
daB xRy & yRx. Als Diagonale der Menge X X X wird £ := {(z,2) | v € X} be-
zeichnet,

Eine bindre Relation R & X X X heif3t:

— nicht zyklische Relation, wenn R¥ n £ = @,k = 1,2, ...;

— strikte Halbordnung, wenn R n £ = ¢, Rn R 1= @, R2C R;

— strikte lineare Ordnung, wenn R n £ = @, Rn R '= @, RS R, Ru R =
= (X X X)\_E. '

Wird in den Definitionen fiir die strikte Halbordnung (strikte lineare Ordnung) die
Bedingung der Antireflexivitit ersetzt durch die Bedingung der Reflexivitit
R n E = E, so erhalten wir eine Definition fiir die nicht strikte Halbordnung (nicht
strikte lineare Ordnung).

Problem 4. Es ist die Anzahl voneinander verschiedener strikter linearer Ordnun-
gen zu bestimmen, die eine gegebene endliche markierte nicht zyklische Relation
enthalten.

Problem 5. Es ist die Ordnungsdimension einer Halbordnung zu bestimmen
((10], [2]), d. h. die Anzahl voneinander verschiedener linearer Ordnungen, die eine
gegebene endliche markierte Halbordnung enthalten.
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Essei X = I, mit I, := {1,2,...,n}und R & I, X I, eine strikte Halbordnung.
Eine Permutation y: I, — I, der Elemente der Menge I, heilit zuldssig beziiglich der
- Relation R, wenn gilt: y(?) R p(j) = ¢ < J.

Problem 6. Es ist die Anzahl voneinander verschiedener zulélssiger Permutationen
der Elemente einer endlichen markierten Menge beziiglich einer auf ihr vorgegebenen
strikten Halbordnung zu bestimmen.

Bemerkung 1. Die Formel (1) und die Abschétzung (28) wurden fiir die Probleme 3,
6 in den Arbeiten [3], [7] angegeben. Die Lemmata 1 und 3 wurden fiir das Problem 6
in [5] bewiesen.

Bemerkung 2. Mit %(G) werde die Menge der Anfangsknoten des Digraphen G
bezeichnet, mit §(G) die Menge seiner Endknoten. In [11] wird in der Idee ein Algo-
rithmus zur Lésung des Problems 6 konstruiert, der sich auf die Benutzung der
Formel (1) und der folgenden Beziehung (29) fiir das Entfernen aller Anfangs- oder
aller Endknoten des Digraphen stiitzt.

= N 1G@ —2)= Y 1(G — 2). (25)
zeW(G) 2€@(G)

Ebenda wird gezeigt, dall die Maximalwerte von v(R)/n! die Werte 1, 1/2, 1/3, 1/4,
5/24, ... sind, und fiir » < 10 wird die Grenze des kontinuierlichen Teils [1, k,] des
Wertspektrums 7(R)/n! fiir verschiedene Halbordnungen B gegeben.

Bemerkung 3. In [5] wird ebenfalls das Problem 6 behandelt. Hierfiir wurde in "
[5] der Begriff des Unvergleichbarkeitsgraphen G(R) der Halbordnung R wie folgt
eingefiihrt:

V(A(R)) :=I,;  E(GR) 1= {(i,J)| (5,5 € In) A1 ((1B)) A (jRi))} .

Eine Funktion y wurde auf der Menge aller Graphen folgendermafen definiert:

u(0y) 1= 1, wobei O, den leeren Graphen mit » Knoten bezeichnet und
p(@ = max Y, u(G — a), wobei K alle Cliquen von G durchléduft.
H aeX

Unter diesen Voraussetzungen wurde gezeigt, dafl

7(G*(R)) = u(G(R))

ist, wobei G*(R) den Digraphen der Halbordnung R bezeichnet. Es wurden einige
Eigenschaften den Funktion u bewiesen.

Bemerkung 4. Es ist offensichtlich, daf3 alle in der vorliegenden Arbeit erhaltenen
Resultate auch fiir den Fall endlicher markierter Digraphen mit Schlingen und ohne
Kreise der Linge = 2 gelten und entsprechend auch fiir den Fall endlicher markierter
reflexiver nicht zyklischer Relationen. Insbesondere gelten sie auch fiir endliche
markierte nicht strikte Halbordnungen.
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Kurzfassung

In der Arbeit wird ein Algorithmus zur Bestimmung der Anzahl (@) aller voneinander
verschiedenen kreisfreien Turniere, die Obergraph eines endlichen markierten kreisfreien
Digraphen @ sind, angegeben. Dafiir wird eine Methode zur Entfernung von Zyklen vor-
geschlagen, die das urspriingliche Problem auf den Fall von gerichteten Béumen zuriick-
fithrt. Fur gerichtete Bdume wird die Anzahl in analytischer Form berechnet.

AuBerdem werden zwei Familien oberer Schranken fiir die Anzahl 7(G) hergeleitet. Die
erste Familie ergibt sich aus der Menge der aufspannenden Dibdume von G, wihrend sich
die zweite aus der Menge der minimalen Dilworth-Zerlegungen von G ableitet. Im Fall,
daf3 @& ein gerichteter Baum ist, stimmen die oberen Schranken der ersten Familie mit der
Anzahl ©(G) ubevein. AbschlieBend wird eine Reihe dquivalenter Probleme angegeben.

Pesiome

B pabore omicaH anaroputs onpegeneHusa yueaa z{(G) BeexX pasaUyHbIX ALMRINYECKUX
CBEDXTYPHUIPOB KOHEYHOrO ITOMEUYEeHHOr0 alMkiIHyecKoro oprpada . [nsa atoro mpel-
JIO/KEH MeTOI YIajJeHMA LUKIIOB, CBOAALMNIT MCXOOHYIO 3adauy K CIyualo opaepeBbes.
J1A opmepeBLeB 0TBET YKA3aH B aHAIUTHUYECCKOM BUIE.

B pabore nmoaydeHo nBa cemeiicTBa BEepXHHX OUEHOK uuciaa 7(G). IlepBoe cemelicTBO
CBA3AHO C MHOYKECTBOM KODHEeBBIX OCTOBHBIX JepEeBbLEB, BTOPOE — C MHOMRECTBOM MU-
HUMaIBHEIX JIUIBOpT-pas;iomkenuit oprpada G. B caydae, xorga G — OpHEHTUPOBAHHOE
nepeBo, BePXHIEe OUEHKH MepBOro ceMeilcTBa MAIOT TO4HOe 3HAdeHue yucaa 7(G). B sakr-
JoyeHye YRa3aH pAL 3agad, 9KBUBAJEHTHBIX MCXOOHoit 3axade.
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